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1. Введение. Исходные понятия
Статья посвящена теории полурешеток. Исследуются полурешетки

с ретрактами, в которых, по определению, все подполурешетки являют-
ся ретрактами (теорема 1). Получены характеризации конечных полу-
решеток с ретрактами (теорема 2). Установлено, что деревья совпадают,
с точностью до изоморфизма, с графами Хассе конечных полурешеток
с ретрактами (теорема 3).

Напомним сначала некоторые базовые порядковые понятия [1–3].
Упорядоченное множество ⟨A,≤⟩ — это непустое множество A с за-

данным на нем бинарным отношением порядка ≤, которое (x, y, z ∈ A)
рефлексивно (x ≤ x), транзитивно (x ≤ y ≤ z ⇒ x ≤ z) и антисиммет-
рично (x ≤ y ≤ x ⇒ x = y). Запись x < y означает x ≤ y и x ̸= y, y ≥ x

⇔ x ≤ y и y > x ⇔ x < y.
Элементы x и y упорядоченного множества ⟨A,≤⟩ называются срав-

нимыми, если x ≤ y или y ≤ x, в противном случае — несравнимыми.
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Упорядоченное множество называется цепью, если любые два его
элемента сравнимы. Цепь называется дискретной, если она изоморфна
подцепи цепи Z всех целых чисел с естественным порядком.

Пусть A — упорядоченное множество и B — его непустое подмноже-
ство.

Элемент a ∈ A называется:
наименьшим (наибольшим) в A, если ∀x ∈ A a ≤ x (∀x ∈ A x ≤ a);
минимальным (максимальным), если в A нет элементов x < a

(x > a);
нижней (верхней) гранью множества B, если ∀x ∈ B a ≤ x

(∀x ∈ B x ≤ a);
точной нижней (точной верхней) гранью множества B, если a яв-

ляется наибольшим (наименьшим) элементом множества всех нижних
(верхних) граней множества B, в обозначениях a = inf B (a = supB).

Непустое подмножество упорядоченного множества A называется
ограниченным снизу (сверху), если оно имеет нижнюю (верхнюю) грань
в A.

Для элемента a упорядоченного множества A положим:
(a] = {x ∈ A : x ≤ a} — нижний конус элемента a;
[a) = {x ∈ A : x ≥ a} — верхний конус элемента a.
Полурешеткой называется идемпотентная коммутативная полу-

группа A, которую будем обозначать аддитивно ⟨A,+⟩. Таким образом,
⟨A,+⟩ есть алгебраическая структура с одной бинарной операцией, удо-
влетворяющей тождествам ассоциативности (x+y)+z = x+(y+z), ком-
мутативности x+ y = y+x и идемпотентности x+x = x. Если на полу-
решетке A ввести бинарное отношение ≤ по правилу: x ≤ y ⇔ x+y = y

для любых x, y ∈ A, то получим упорядоченное множество ⟨A,≤⟩, лю-
бые элементы x, y которого имеют точную верхнюю грань, именно
sup{x, y} = x+ y.

Упорядоченное множество, любые два элемента которого обладают
точной верхней (точной нижней) гранью, называется верхней (ниж-
ней) полурешеткой. Если ⟨A,≤⟩ — верхняя полурешетка, то ⟨A,+⟩ бу-
дет полурешеткой, если положить x+ y = sup{x, y} для всех элементов
x, y ∈ A. Тем самым понятия полурешетки и верхней полурешетки эк-
вивалентны [2, глава I, параграф 1].

Можно считать произвольную полурешетку A алгебраической систе-
мой ⟨A,+,≤⟩, в которой операция сложения + и отношение порядка ≤
связаны соотношениями x ≤ y ⇔ x + y = y и x + y = sup{x, y} для
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любых x, y ∈ A, при этом неравенства можно почленно складывать:
x ≤ y&u ≤ v ⇒ x + u ≤ y + v для всех x, y, u, v ∈ A. Наибольший
(наименьший) элемент полурешетки A часто обозначают 1 (соответ-
ственно, 0); элемент 1 (элемент 0) характеризуется условием 1 + x = 1

(0 + x = x соответственно) для всех x ∈ A.
Всякая конечная полурешетка обладает наибольшим элементом 1,

равным сумме всех ее элементов. Если полурешетка имеет максималь-
ный элемент, то он будет ее наибольшим элементом.

Отображение f : A → B полурешетки A в полурешетку B называет-
ся их гомоморфизмом, если f(x+y) = f(x)+f(y) для любых элементов
x, y ∈ A.

Решеткой называется алгебраическая структура ⟨A,+, ·⟩ такая, что
⟨A,+⟩ и ⟨A, ·⟩ — полурешетки и операции сложения + и умножения ·
связаны тождествами поглощения x + xy = x и x(x + y) = x. При по-
рядковом подходе решеткой называется верхняя полурешетка ⟨A,≤⟩,
в которой для любых элементов x, y существует также точная ниж-
няя грань inf{x, y}. Алгебраическое и порядковое определения решет-
ки равносильны [2, глава I, параграф 1]. Поэтому решетку A также
можно считать алгебраической системой ⟨A,+, ·,≤⟩, в которой опера-
ции и порядок связаны соотношениями x ≤ y ⇔ x + y = y ⇔ xy = x,
x+ y = sup{x, y} и xy = inf{x, y} для любых x, y ∈ A, причем неравен-
ства можно почленно складывать и умножать.

Для непустых подмножеств X, Y полурешетки A положим X+Y =

= {x + y : x ∈ X, y ∈ Y }; при этом пишем x + Y , если X = {x}. Ясно,
что x+ A = [x).

Непустое подмножество B полурешетки A называется:
подполурешеткой, если B +B ⊆ B;
идеалом (главным идеалом), если B + A ⊆ B (B = b + A для неко-

торого элемента b ∈ B, при этом B = [b));
простым идеалом, если B — собственный идеал (B ̸= A) и A \ B —

подполурешетка;
коидеалом (главным коидеалом), если B — подполурешетка и (b] ⊆ B

для любого элемента b ∈ B (B = (b] для некоторого b ∈ B);
ретрактом, если B — подполурешетка в A и существует такой го-

моморфизм f полурешетки A на B, что f(b) = b для всех b ∈ B; при
этом гомоморфизм f можно назвать ретракцией полурешетки A.

Полурешетку назовем полурешеткой с ретрактами, если любая ее
подполурешетка является ретрактом.
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Полурешетку назовем древесной, если верхний конус любого ее эле-
мента является цепью. Заметим, что нижние полурешетки, в которых
нижние конусы элементов суть цепи, рассматривались при изучении ре-
шеток конгруэнций нижних полурешеток в работе [4], где они названы
«tree».

Замечание 1. Мы рассматриваем полугрупповые идеалы полуре-
шеток. Существует другой подход — «решеточный» [2, глава II, пара-
граф 3]. Именно, идеалом полурешетки A называется непустое подмно-
жество B в A такое, что x+ y ∈ B тогда и только тогда, когда x, y ∈ B,
то есть под идеалами понимаются коидеалы. Такой подход применил
Гретцер [2, глава II, параграф 5] для обобщения представления Стоуна
дистрибутивных решеток. Для этого он ввел понятие дистрибутивной
полурешетки как полурешетки A с условием: для любых элементов
x, y, z ∈ A если z ≤ x + y, то в A найдутся такие элементы u ≤ x

и v ≤ y, что z = u+ v.
Очевидно, для любого ненаибольшего элемента a произвольной по-

лурешетки A множество Aa = {x ∈ A : ¬(x ≤ a)} = A \ (a] является
простым идеалом в A.

Отношение эквивалентности ρ на полурешетке A называется конгру-
энцией на A, если aρb и cρd влекут (a+c)ρ(b+d) для любых a, b, c, d ∈ A

(достаточно брать c = d). Классы a/ρ = {x ∈ A : xρa}, a ∈ A, конгру-
энции ρ на полурешетке A образуют ее фактор-полурешетку A/ρ.

Легко видеть, что любой простой идеал P полурешетки A индуци-
рует на ней конгруэнцию ρ(P ) с двумя классами P и A \ P и фактор-
полурешетка A/ρ(P ) будет двухэлементной цепью. Если a — ненаиболь-
ший элемент полурешетки A, то разбиение {Aa, (a]} определяет двух-
классовую конгруэнцию ρa на полурешетке A.

2. Вспомогательные утверждения
Докажем ряд лемм.
Лемма 1. Если B — подполурешетка полурешетки A и ρ — конгру-

энция на A, любой класс которой содержит ровно один элемент из B,
то B — ретракт полурешетки A.

В самом деле, сопоставляя каждому классу C конгруэнции ρ един-
ственный элемент c ∈ C ∩ B, получим ретракцию полурешетки A, об-
разом которой служит подполурешетка B.

Следующая лемма очевидна.
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Лемма 2. Каждая подполурешетка полурешетки с ретрактами
является полурешеткой с ретрактами.

Лемма 3. Конгруэнции ρa на любой неодноэлементной полурешет-
ке A разделяют ее элементы.

Действительно, для любых элементов x ̸= y из A либо ¬(x ≤ y), либо
¬(y ≤ x). Поэтому элементы x, y разделяет конгруэнция ρy в первом
случае и конгруэнция ρx во втором случае.

Лемма 4. Любая древесная полурешетка A, в которой все цепи
дискретны, обладает следующими свойствами:

(1) если подполурешетка B полурешетки A ограничена сверху, то
B имеет наибольший элемент;

(2) если цепь Z в полурешетке A не ограничена сверху (снизу), то⋃
{(z] : z ∈ Z} = A (

⋂
{(z] : z ∈ Z} = ∅ соответственно);

(3) нижние конусы любых двух несравнимых элементов полурешет-
ки A не пересекаются.

Доказательство. (1) Пусть a — верхняя грань множества B и b ∈
B. Рассмотрим верхний конус [b). Тогда [b) — дискретная цепь и
[b) ∩B ⊆ (a]. Поэтому множество [b) ∩ B имеет наибольший элемент
m. Если x ∈ B, то x + m ∈ [b) ∩ B, x + m = m и x ≤ m. Значит, m
является наибольшим элементом множества B.

(2) Предположим сначала, что цепь Z не ограничена сверху и b ∈ Z.
Дискретная цепь [b) ∩ Z также не ограничена сверху. Возьмем элемент
a ∈ A. Легко видеть, что для элемента a найдется элемент z ∈ Z,
больший элемента a+ b. Значит, a ∈ (z].

Если же цепь Z не ограничена снизу, b ∈ Z и a ∈
⋂
{(z] : z ∈ Z},

то a будет нижней гранью строго убывающей дискретной цепи (b] ∩ Z,
что невозможно.

(3) Если a, b — несравнимые элементы полурешетки A и c ∈ (a]∩ (b],
то верхний конус (c] не будет цепью, противоречие.

При доказательстве теоремы 1 нам понадобится следующий резуль-
тат.

Лемма 5 [5, теорема 2]. Цепи с ретрактами суть в точности дис-
кретные цепи.
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3. Основные результаты
Сначала докажем утверждение общего характера.

Теорема 1. Произвольная полурешетка A является полурешеткой
с ретрактами тогда и только тогда, когда A — древесная полурешет-
ка и все цепи в ней дискретные.

Доказательство. Пусть A — полурешетка с ретрактами. Предположим
от противного, что множество [a), a ∈ A, содержит несравнимые эле-
менты b и c. Рассмотрим в A подполурешетку {b, c, b + c}. Она будет
ретрактом полурешетки A — образом соответствующего идемпотент-
ного эндоморфизма f . Поскольку f(a) ∈ {b, c, b + c}, a < b и a < c,
то f(a) ≤ b и f(a) ≤ c, что невозможно. Значит, для любого a ∈ A

множество {x ∈ A : a ≤ x} будет цепью в A. По лемме 2 всякая цепь
B в полурешетке A является полурешеткой с ретрактами, что в силу
леммы 5 означает дискретность цепи B.

Обратно, пусть A — древесная полурешетка, все цепи в которой дис-
кретные. Возьмем произвольную подполурешетку B в полурешетке A,
которую можно считать неодноэлементной.

Для любого элемента b ∈ B, не являющегося наибольшим элемен-
том в B, рассмотрим конгруэнцию ρb на полурешетке A. Пусть ρ —
пересечение всех таких конгруэнций ρb. Покажем, что каждый класс
конгруэнции ρ содержит ровно один элемент из B. Тогда, в силу лем-
мы 1, B будет ретрактом полурешетки A.

По лемме 3 конгруэнции ρb на полурешетке A, b — ненаибольший
элемент из полурешетки B, разделяют элементы B. Поэтому ограниче-
ние конгруэнции ρ на B есть отношение равенства на B.

Произвольный класс C конгруэнции ρ есть непустое множество, яв-
ляющееся пересечением множеств Ab для всех b из некоторого множе-
ства X ⊆ B и множеств (b] для всех b из множества Y = B \X.

Возможен один из следующих трех случаев.
a) X = ∅. Тогда Y ̸= ∅ и C =

⋂
{(b] : b ∈ Y } ̸= ∅. По лемме 4(3)

множество Y является цепью в A. В силу леммы 4(2) дискретная цепь
Y ограничена снизу, стало быть, обладает наименьшим элементом m.
Поэтому C ∩ A = {m}.

b) Y = ∅. Тогда X ̸= ∅ и C =
⋂
{Ab : b ∈ X}. Если подполурешетка

B имеет наибольший элемент m, то m ∈ C и C∩B = {m}. Пусть B не об-
ладает наибольшим элементом. По лемме 4(1) подрешетка B не огра-
ничена сверху. Допустим от противного, что C ∩B = ∅. Тогда каждый
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элемент из B принадлежит нижнему конусу некоторого элемента из X.
Значит, множество X также не ограничено сверху и, очевидно, содер-
жит цепь Z, не ограниченную сверху. По лемме 4(2) A =

⋃
{(z] : z ∈ Z}.

Следовательно, по закону де Моргана
⋂
{Ab : b ∈ Z} = ∅, откуда C = ∅,

противоречие.
c) X ̸= ∅ и Y ̸= ∅. Как и в случае a), Y будет цепью с наименьшим

элементом m. Тогда ∅ ̸= C =
⋂
{Ab : b ∈ X}∩ (m] содержит элемент m,

поскольку {Ab : b ∈ X} — идеал полурешетки A. Значит, C ∩B = {m}.
Теорема доказана.

Напомним, что деревом называется связный неориентированный
граф без циклов [6, параграф 2.1].

Любое конечное упорядоченное множество X изображается в виде
диаграммы Хассе (см., например, [3, параграф 2.2]). Диаграмма Хассе
для X представляет собой ориентированный граф, в котором элементы
(вершины) a и b из X соединены дугой тогда и только тогда, когда
a < b и интервал [a, b] = {x ∈ X : a ≤ x ≤ b} не содержит элементов,
отличных от a и b.

Диаграмму Хассе конечного упорядоченного множества, рассматри-
ваемую как неориентированный граф, назовем графом Хассе данного
упорядоченного множества.

Теорема 2. Для любой конечной полурешетки A эквивалентны сле-
дующие условия:

1) A — полурешетка с ретрактами;
2) A — древесная полурешетка;
3) граф Хассе полурешетки A является деревом.

Доказательство. Эквивалентность условий 1) и 2) является следстви-
ем теоремы 1.

2) ⇒ 3). Рассмотрим граф Хассе H конечной древесной полурешет-
ки A. Поскольку A имеет 1, то граф H связный. Отсутствие в H циклов
установим индукцией по числу n элементов полурешетки A. Можно счи-
тать n ≥ 2. Предположим от противного, что граф H содержит цикл C.
Возьмем любой минимальный элемент a полурешетки A. Если a ̸∈ C,
то полурешетка A \ {a}, имеющая n− 1 элемент, содержит цикл C, что
противоречит индуктивному предположению. Если же a ∈ C, то с уче-
том того, что верхний конус [a) является цепью в A, стало быть, из a

выходит ровно одно ребро, заключаем: C не может быть циклом в H.
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3) ⇒ 2). Пусть для конечной полурешетки A выполнено условие 3)
и a ∈ A. Если элементы b, c ∈ [a) несравнимы, то получаем цикл, содер-
жащий множество {a, b, c, b + c}, что невозможно. Значит, [a) — цепь,
и A — древесная полурешетка.

Теорема доказана.

Теперь можно получить критерий для графа быть деревом.

Теорема 3. Для того чтобы произвольный граф являлся деревом,
необходимо и достаточно, чтобы он был изоморфен графу Хассе неко-
торой конечной полурешетки с ретрактами.

Доказательство. Достаточность вытекает из эквивалентности усло-
вий 1) и 3) теоремы 2.

Необходимость. Покажем, что любое дерево A является графом
Хассе полурешетки A с ретрактами и произвольно заданной вершиной
в качестве наибольшего элемента. Проведем рассуждение индукцией по
числу n вершин дерева A. Если n = 1 или n = 2, то A будет неориен-
тированным графом Хассе одноэлементной полурешетки или двухэле-
ментной цепи соответственно.

Предположим, что n ≥ 3 и для любого натурального числа m < n

все m-элементные деревья являются графами Хассе подходящих по-
лурешеток. Возьмем произвольную вершину a дерева A и рассмотрим
все ребра aa1, . . ., aak графа A, выходящие из a. Удалив из A только
одну вершину a и указанные ребра, получим, как легко видеть, граф,
имеющий в точности компоненты связности A1, . . ., Ak, содержащие
вершины a1, . . ., ak соответственно. Очевидно, что подграфы A1, . . ., Ak

дерева A также будут деревьями, причем имеющими менее n вершин.
По индуктивному предположению деревья A1, . . ., Ak являются графа-
ми Хассе полурешеток ⟨A1,≤⟩, . . ., ⟨Ak,≤⟩ с наибольшими элементами
a1, . . ., ak соответственно. Полагая a1 < a, . . ., ak < a, получаем полуре-
шетку ⟨A,≤⟩ с наибольшим элементом a, граф Хассе которой совпадает
с деревом A. Остается снова применить теорему 2.

Теорема доказана.

Замечание 2. С точностью до изоморфизма, одно и то же дерево
может быть получено из неизоморфных древесных полурешеток. На-
пример, трехэлементная цепь и трехэлементная полурешетка с двумя
минимальными элементами имеют один и тот же граф Хассе.
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