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Научная статья

УДК 512.558
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ДЕРЕВЬЯ КАК ГРАФЫ ХАССЕ

КОНЕЧНЫХ ПОЛУРЕШЕТОК С РЕТРАКТАМИ

Евгений Михайлович Вечтомов
Вятский государственный университет, vecht@mail.ru

Аннотация. Рассматриваются элементы теории полуреше-
ток. Главный результат работы — полурешеточная характериза-
ция деревьев. Именно доказано, что произвольный граф является
деревом тогда и только тогда, когда он изоморфен графу Хассе
некоторой конечной полурешетки, все подполурешетки которой —
ретракты.

Ключевые слова: полурешетка, ретракт, полурешетка с ре-
трактами, дерево, граф Хассе конечного упорядоченного множе-
ства
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Article

TREES AS HASSE GRAPHS OF FINITE SEMILATTICES
WITH RETRACTS

Evgeny M. Vechtomov
Vyatka State University, vecht@mail.ru

Abstract. The article considers the elements of the semilattices
theory. The main result of the work is a semilattice characterization
of trees. An arbitrary graph has been proved to be a tree if and only
if it is isomorphic to the Hasse graph of some finite semilattice, with
all subsemilattices being retracts.

Keywords: semilattice, retract, semilattice with retracts, tree,
Hasse graph of a finite order set

Funding. The work was carried out with the support of the Russian
Science Foundation, project 24-21-00117.

For citation: Vechtomov E. M. Trees as Hasse graphs of finite
semilattices with retracts. Vestnik Syktyvkarskogo universiteta. Seriya 1:
Matematika. Mekhanika. Informatika [Bulletin of Syktyvkar University,
Series 1: Mathematics. Mechanics. Informatics], 2025, no 4 (57), pp. 4−14.
(In Russ.) https://doi.org/10.34130/1992-2752_2025_4_4

1. Введение. Исходные понятия
Статья посвящена теории полурешеток. Исследуются полурешетки

с ретрактами, в которых, по определению, все подполурешетки являют-
ся ретрактами (теорема 1). Получены характеризации конечных полу-
решеток с ретрактами (теорема 2). Установлено, что деревья совпадают,
с точностью до изоморфизма, с графами Хассе конечных полурешеток
с ретрактами (теорема 3).

Напомним сначала некоторые базовые порядковые понятия [1–3].
Упорядоченное множество ⟨A,≤⟩ — это непустое множество A с за-

данным на нем бинарным отношением порядка ≤, которое (x, y, z ∈ A)
рефлексивно (x ≤ x), транзитивно (x ≤ y ≤ z ⇒ x ≤ z) и антисиммет-
рично (x ≤ y ≤ x ⇒ x = y). Запись x < y означает x ≤ y и x ̸= y, y ≥ x

⇔ x ≤ y и y > x ⇔ x < y.
Элементы x и y упорядоченного множества ⟨A,≤⟩ называются срав-

нимыми, если x ≤ y или y ≤ x, в противном случае — несравнимыми.
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Упорядоченное множество называется цепью, если любые два его
элемента сравнимы. Цепь называется дискретной, если она изоморфна
подцепи цепи Z всех целых чисел с естественным порядком.

Пусть A — упорядоченное множество и B — его непустое подмноже-
ство.

Элемент a ∈ A называется:
наименьшим (наибольшим) в A, если ∀x ∈ A a ≤ x (∀x ∈ A x ≤ a);
минимальным (максимальным), если в A нет элементов x < a

(x > a);
нижней (верхней) гранью множества B, если ∀x ∈ B a ≤ x

(∀x ∈ B x ≤ a);
точной нижней (точной верхней) гранью множества B, если a яв-

ляется наибольшим (наименьшим) элементом множества всех нижних
(верхних) граней множества B, в обозначениях a = inf B (a = supB).

Непустое подмножество упорядоченного множества A называется
ограниченным снизу (сверху), если оно имеет нижнюю (верхнюю) грань
в A.

Для элемента a упорядоченного множества A положим:
(a] = {x ∈ A : x ≤ a} — нижний конус элемента a;
[a) = {x ∈ A : x ≥ a} — верхний конус элемента a.
Полурешеткой называется идемпотентная коммутативная полу-

группа A, которую будем обозначать аддитивно ⟨A,+⟩. Таким образом,
⟨A,+⟩ есть алгебраическая структура с одной бинарной операцией, удо-
влетворяющей тождествам ассоциативности (x+y)+z = x+(y+z), ком-
мутативности x+ y = y+x и идемпотентности x+x = x. Если на полу-
решетке A ввести бинарное отношение ≤ по правилу: x ≤ y ⇔ x+y = y

для любых x, y ∈ A, то получим упорядоченное множество ⟨A,≤⟩, лю-
бые элементы x, y которого имеют точную верхнюю грань, именно
sup{x, y} = x+ y.

Упорядоченное множество, любые два элемента которого обладают
точной верхней (точной нижней) гранью, называется верхней (ниж-
ней) полурешеткой. Если ⟨A,≤⟩ — верхняя полурешетка, то ⟨A,+⟩ бу-
дет полурешеткой, если положить x+ y = sup{x, y} для всех элементов
x, y ∈ A. Тем самым понятия полурешетки и верхней полурешетки эк-
вивалентны [2, глава I, параграф 1].

Можно считать произвольную полурешетку A алгебраической систе-
мой ⟨A,+,≤⟩, в которой операция сложения + и отношение порядка ≤
связаны соотношениями x ≤ y ⇔ x + y = y и x + y = sup{x, y} для
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любых x, y ∈ A, при этом неравенства можно почленно складывать:
x ≤ y&u ≤ v ⇒ x + u ≤ y + v для всех x, y, u, v ∈ A. Наибольший
(наименьший) элемент полурешетки A часто обозначают 1 (соответ-
ственно, 0); элемент 1 (элемент 0) характеризуется условием 1 + x = 1

(0 + x = x соответственно) для всех x ∈ A.
Всякая конечная полурешетка обладает наибольшим элементом 1,

равным сумме всех ее элементов. Если полурешетка имеет максималь-
ный элемент, то он будет ее наибольшим элементом.

Отображение f : A → B полурешетки A в полурешетку B называет-
ся их гомоморфизмом, если f(x+y) = f(x)+f(y) для любых элементов
x, y ∈ A.

Решеткой называется алгебраическая структура ⟨A,+, ·⟩ такая, что
⟨A,+⟩ и ⟨A, ·⟩ — полурешетки и операции сложения + и умножения ·
связаны тождествами поглощения x + xy = x и x(x + y) = x. При по-
рядковом подходе решеткой называется верхняя полурешетка ⟨A,≤⟩,
в которой для любых элементов x, y существует также точная ниж-
няя грань inf{x, y}. Алгебраическое и порядковое определения решет-
ки равносильны [2, глава I, параграф 1]. Поэтому решетку A также
можно считать алгебраической системой ⟨A,+, ·,≤⟩, в которой опера-
ции и порядок связаны соотношениями x ≤ y ⇔ x + y = y ⇔ xy = x,
x+ y = sup{x, y} и xy = inf{x, y} для любых x, y ∈ A, причем неравен-
ства можно почленно складывать и умножать.

Для непустых подмножеств X, Y полурешетки A положим X+Y =

= {x + y : x ∈ X, y ∈ Y }; при этом пишем x + Y , если X = {x}. Ясно,
что x+ A = [x).

Непустое подмножество B полурешетки A называется:
подполурешеткой, если B +B ⊆ B;
идеалом (главным идеалом), если B + A ⊆ B (B = b + A для неко-

торого элемента b ∈ B, при этом B = [b));
простым идеалом, если B — собственный идеал (B ̸= A) и A \ B —

подполурешетка;
коидеалом (главным коидеалом), если B — подполурешетка и (b] ⊆ B

для любого элемента b ∈ B (B = (b] для некоторого b ∈ B);
ретрактом, если B — подполурешетка в A и существует такой го-

моморфизм f полурешетки A на B, что f(b) = b для всех b ∈ B; при
этом гомоморфизм f можно назвать ретракцией полурешетки A.

Полурешетку назовем полурешеткой с ретрактами, если любая ее
подполурешетка является ретрактом.
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Полурешетку назовем древесной, если верхний конус любого ее эле-
мента является цепью. Заметим, что нижние полурешетки, в которых
нижние конусы элементов суть цепи, рассматривались при изучении ре-
шеток конгруэнций нижних полурешеток в работе [4], где они названы
«tree».

Замечание 1. Мы рассматриваем полугрупповые идеалы полуре-
шеток. Существует другой подход — «решеточный» [2, глава II, пара-
граф 3]. Именно, идеалом полурешетки A называется непустое подмно-
жество B в A такое, что x+ y ∈ B тогда и только тогда, когда x, y ∈ B,
то есть под идеалами понимаются коидеалы. Такой подход применил
Гретцер [2, глава II, параграф 5] для обобщения представления Стоуна
дистрибутивных решеток. Для этого он ввел понятие дистрибутивной
полурешетки как полурешетки A с условием: для любых элементов
x, y, z ∈ A если z ≤ x + y, то в A найдутся такие элементы u ≤ x

и v ≤ y, что z = u+ v.
Очевидно, для любого ненаибольшего элемента a произвольной по-

лурешетки A множество Aa = {x ∈ A : ¬(x ≤ a)} = A \ (a] является
простым идеалом в A.

Отношение эквивалентности ρ на полурешетке A называется конгру-
энцией на A, если aρb и cρd влекут (a+c)ρ(b+d) для любых a, b, c, d ∈ A

(достаточно брать c = d). Классы a/ρ = {x ∈ A : xρa}, a ∈ A, конгру-
энции ρ на полурешетке A образуют ее фактор-полурешетку A/ρ.

Легко видеть, что любой простой идеал P полурешетки A индуци-
рует на ней конгруэнцию ρ(P ) с двумя классами P и A \ P и фактор-
полурешетка A/ρ(P ) будет двухэлементной цепью. Если a — ненаиболь-
ший элемент полурешетки A, то разбиение {Aa, (a]} определяет двух-
классовую конгруэнцию ρa на полурешетке A.

2. Вспомогательные утверждения
Докажем ряд лемм.
Лемма 1. Если B — подполурешетка полурешетки A и ρ — конгру-

энция на A, любой класс которой содержит ровно один элемент из B,
то B — ретракт полурешетки A.

В самом деле, сопоставляя каждому классу C конгруэнции ρ един-
ственный элемент c ∈ C ∩ B, получим ретракцию полурешетки A, об-
разом которой служит подполурешетка B.

Следующая лемма очевидна.
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Лемма 2. Каждая подполурешетка полурешетки с ретрактами
является полурешеткой с ретрактами.

Лемма 3. Конгруэнции ρa на любой неодноэлементной полурешет-
ке A разделяют ее элементы.

Действительно, для любых элементов x ̸= y из A либо ¬(x ≤ y), либо
¬(y ≤ x). Поэтому элементы x, y разделяет конгруэнция ρy в первом
случае и конгруэнция ρx во втором случае.

Лемма 4. Любая древесная полурешетка A, в которой все цепи
дискретны, обладает следующими свойствами:

(1) если подполурешетка B полурешетки A ограничена сверху, то
B имеет наибольший элемент;

(2) если цепь Z в полурешетке A не ограничена сверху (снизу), то⋃
{(z] : z ∈ Z} = A (

⋂
{(z] : z ∈ Z} = ∅ соответственно);

(3) нижние конусы любых двух несравнимых элементов полурешет-
ки A не пересекаются.

Доказательство. (1) Пусть a — верхняя грань множества B и b ∈
B. Рассмотрим верхний конус [b). Тогда [b) — дискретная цепь и
[b) ∩B ⊆ (a]. Поэтому множество [b) ∩ B имеет наибольший элемент
m. Если x ∈ B, то x + m ∈ [b) ∩ B, x + m = m и x ≤ m. Значит, m
является наибольшим элементом множества B.

(2) Предположим сначала, что цепь Z не ограничена сверху и b ∈ Z.
Дискретная цепь [b) ∩ Z также не ограничена сверху. Возьмем элемент
a ∈ A. Легко видеть, что для элемента a найдется элемент z ∈ Z,
больший элемента a+ b. Значит, a ∈ (z].

Если же цепь Z не ограничена снизу, b ∈ Z и a ∈
⋂
{(z] : z ∈ Z},

то a будет нижней гранью строго убывающей дискретной цепи (b] ∩ Z,
что невозможно.

(3) Если a, b — несравнимые элементы полурешетки A и c ∈ (a]∩ (b],
то верхний конус (c] не будет цепью, противоречие.

При доказательстве теоремы 1 нам понадобится следующий резуль-
тат.

Лемма 5 [5, теорема 2]. Цепи с ретрактами суть в точности дис-
кретные цепи.
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3. Основные результаты
Сначала докажем утверждение общего характера.

Теорема 1. Произвольная полурешетка A является полурешеткой
с ретрактами тогда и только тогда, когда A — древесная полурешет-
ка и все цепи в ней дискретные.

Доказательство. Пусть A — полурешетка с ретрактами. Предположим
от противного, что множество [a), a ∈ A, содержит несравнимые эле-
менты b и c. Рассмотрим в A подполурешетку {b, c, b + c}. Она будет
ретрактом полурешетки A — образом соответствующего идемпотент-
ного эндоморфизма f . Поскольку f(a) ∈ {b, c, b + c}, a < b и a < c,
то f(a) ≤ b и f(a) ≤ c, что невозможно. Значит, для любого a ∈ A

множество {x ∈ A : a ≤ x} будет цепью в A. По лемме 2 всякая цепь
B в полурешетке A является полурешеткой с ретрактами, что в силу
леммы 5 означает дискретность цепи B.

Обратно, пусть A — древесная полурешетка, все цепи в которой дис-
кретные. Возьмем произвольную подполурешетку B в полурешетке A,
которую можно считать неодноэлементной.

Для любого элемента b ∈ B, не являющегося наибольшим элемен-
том в B, рассмотрим конгруэнцию ρb на полурешетке A. Пусть ρ —
пересечение всех таких конгруэнций ρb. Покажем, что каждый класс
конгруэнции ρ содержит ровно один элемент из B. Тогда, в силу лем-
мы 1, B будет ретрактом полурешетки A.

По лемме 3 конгруэнции ρb на полурешетке A, b — ненаибольший
элемент из полурешетки B, разделяют элементы B. Поэтому ограниче-
ние конгруэнции ρ на B есть отношение равенства на B.

Произвольный класс C конгруэнции ρ есть непустое множество, яв-
ляющееся пересечением множеств Ab для всех b из некоторого множе-
ства X ⊆ B и множеств (b] для всех b из множества Y = B \X.

Возможен один из следующих трех случаев.
a) X = ∅. Тогда Y ̸= ∅ и C =

⋂
{(b] : b ∈ Y } ̸= ∅. По лемме 4(3)

множество Y является цепью в A. В силу леммы 4(2) дискретная цепь
Y ограничена снизу, стало быть, обладает наименьшим элементом m.
Поэтому C ∩ A = {m}.

b) Y = ∅. Тогда X ̸= ∅ и C =
⋂
{Ab : b ∈ X}. Если подполурешетка

B имеет наибольший элемент m, то m ∈ C и C∩B = {m}. Пусть B не об-
ладает наибольшим элементом. По лемме 4(1) подрешетка B не огра-
ничена сверху. Допустим от противного, что C ∩B = ∅. Тогда каждый



Деревья как графы Хассе конечных полурешеток с ретрактами 11

элемент из B принадлежит нижнему конусу некоторого элемента из X.
Значит, множество X также не ограничено сверху и, очевидно, содер-
жит цепь Z, не ограниченную сверху. По лемме 4(2) A =

⋃
{(z] : z ∈ Z}.

Следовательно, по закону де Моргана
⋂
{Ab : b ∈ Z} = ∅, откуда C = ∅,

противоречие.
c) X ̸= ∅ и Y ̸= ∅. Как и в случае a), Y будет цепью с наименьшим

элементом m. Тогда ∅ ̸= C =
⋂
{Ab : b ∈ X}∩ (m] содержит элемент m,

поскольку {Ab : b ∈ X} — идеал полурешетки A. Значит, C ∩B = {m}.
Теорема доказана.

Напомним, что деревом называется связный неориентированный
граф без циклов [6, параграф 2.1].

Любое конечное упорядоченное множество X изображается в виде
диаграммы Хассе (см., например, [3, параграф 2.2]). Диаграмма Хассе
для X представляет собой ориентированный граф, в котором элементы
(вершины) a и b из X соединены дугой тогда и только тогда, когда
a < b и интервал [a, b] = {x ∈ X : a ≤ x ≤ b} не содержит элементов,
отличных от a и b.

Диаграмму Хассе конечного упорядоченного множества, рассматри-
ваемую как неориентированный граф, назовем графом Хассе данного
упорядоченного множества.

Теорема 2. Для любой конечной полурешетки A эквивалентны сле-
дующие условия:

1) A — полурешетка с ретрактами;
2) A — древесная полурешетка;
3) граф Хассе полурешетки A является деревом.

Доказательство. Эквивалентность условий 1) и 2) является следстви-
ем теоремы 1.

2) ⇒ 3). Рассмотрим граф Хассе H конечной древесной полурешет-
ки A. Поскольку A имеет 1, то граф H связный. Отсутствие в H циклов
установим индукцией по числу n элементов полурешетки A. Можно счи-
тать n ≥ 2. Предположим от противного, что граф H содержит цикл C.
Возьмем любой минимальный элемент a полурешетки A. Если a ̸∈ C,
то полурешетка A \ {a}, имеющая n− 1 элемент, содержит цикл C, что
противоречит индуктивному предположению. Если же a ∈ C, то с уче-
том того, что верхний конус [a) является цепью в A, стало быть, из a

выходит ровно одно ребро, заключаем: C не может быть циклом в H.
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3) ⇒ 2). Пусть для конечной полурешетки A выполнено условие 3)
и a ∈ A. Если элементы b, c ∈ [a) несравнимы, то получаем цикл, содер-
жащий множество {a, b, c, b + c}, что невозможно. Значит, [a) — цепь,
и A — древесная полурешетка.

Теорема доказана.

Теперь можно получить критерий для графа быть деревом.

Теорема 3. Для того чтобы произвольный граф являлся деревом,
необходимо и достаточно, чтобы он был изоморфен графу Хассе неко-
торой конечной полурешетки с ретрактами.

Доказательство. Достаточность вытекает из эквивалентности усло-
вий 1) и 3) теоремы 2.

Необходимость. Покажем, что любое дерево A является графом
Хассе полурешетки A с ретрактами и произвольно заданной вершиной
в качестве наибольшего элемента. Проведем рассуждение индукцией по
числу n вершин дерева A. Если n = 1 или n = 2, то A будет неориен-
тированным графом Хассе одноэлементной полурешетки или двухэле-
ментной цепи соответственно.

Предположим, что n ≥ 3 и для любого натурального числа m < n

все m-элементные деревья являются графами Хассе подходящих по-
лурешеток. Возьмем произвольную вершину a дерева A и рассмотрим
все ребра aa1, . . ., aak графа A, выходящие из a. Удалив из A только
одну вершину a и указанные ребра, получим, как легко видеть, граф,
имеющий в точности компоненты связности A1, . . ., Ak, содержащие
вершины a1, . . ., ak соответственно. Очевидно, что подграфы A1, . . ., Ak

дерева A также будут деревьями, причем имеющими менее n вершин.
По индуктивному предположению деревья A1, . . ., Ak являются графа-
ми Хассе полурешеток ⟨A1,≤⟩, . . ., ⟨Ak,≤⟩ с наибольшими элементами
a1, . . ., ak соответственно. Полагая a1 < a, . . ., ak < a, получаем полуре-
шетку ⟨A,≤⟩ с наибольшим элементом a, граф Хассе которой совпадает
с деревом A. Остается снова применить теорему 2.

Теорема доказана.

Замечание 2. С точностью до изоморфизма, одно и то же дерево
может быть получено из неизоморфных древесных полурешеток. На-
пример, трехэлементная цепь и трехэлементная полурешетка с двумя
минимальными элементами имеют один и тот же граф Хассе.
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РЕШЕНИЕ КОНФЛИКТНОЙ СИТУАЦИИ

С ЛИНГВИСТИЧЕСКИМИ ОЦЕНКАМИ ПАРАМЕТРОВ
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Аннотация. В антагонистических играх, когда игроки пре-
следуют противоположные цели, в их интересах сохранить в сек-
рете возможные решения, и поэтому вполне возможна ситуация,
когда участники игры не могут точно определить, какие действия
предпримет противник и какие последствия за ними наступят.
В этих условиях, в отличие от известных исследований, предпола-
гается, что каждый из участников формирует свое представление
игры, включая предположения о возможных действиях противо-
положной стороны и последствиях применяемых в ответ стра-
тегиях, которые представляются нечеткими лингвистическими
утверждениями. При этом предполагается, что игрок учитывает
влияние его нечетких оценок возможности выбора противополож-
ной стороной каких-то стратегий через изменение истинности его
же предположений о последствиях собственного решения. Оцен-
ки результатов возможных стратегий игрока при любых стра-
тегиях другого участника предполагается формировать в виде
нечеткого множества с треугольной функцией принадлежности.
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Выбор наилучшей стратегии осуществляется на основе комплекс-
ной оценки, состоящей из произведения показателя размытости
указанного нечеткого множества, вычисляемого по формуле лога-
рифмической энтропии, и значения координаты центра тяжести
его функции принадлежности на области определения элементов
платежной матрицы.

Ключевые слова: антагонистическая игра, платежная мат-
рица, нечеткое множество, лингвистическое значение, функция
принадлежности
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Article

SOLVING A CONFLICT SITUATION WITH LINGUISTIC
PARAMETER ESTIMATES

Vladimir G. Chernov
Vladimir State University named after Alexander and Nikolai Stoletovs,
vladimir.chernov44@mail.ru

Abstract. In antagonistic games, where players pursue opposing
goals, it is in their interests to keep possible decisions secret.
Therefore, it is highly probable for players to be unable to accurately
determine the opponent’s actions and their consequences. In these
settings, unlike existing research, it is assumed that each player
forms their own representation of the game, including assumptions
about the opponent’s possible actions and the consequences of
their counterstrategies, which are represented by fuzzy linguistic
statements. Each player is also assumed to take into account the
influence of their fuzzy assessments of the opponent’s potential
strategy choices by altering the validity of their own assumptions
about the consequences of their own decision. Estimates of the
outcomes of a player’s possible strategies, given any strategy proposed
by the other player, are assumed to be formed as a fuzzy set with a
triangular membership function. The best strategy is selected based
on a complex assessment consisting of the product of the fuzziness
index of the fuzzy set, calculated using the logarithmic entropy
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formula, and the coordinate of the gravity center of its membership
function on the domain of the payoff matrix elements.

Keywords: antagonistic game, payoff matrix, fuzzy set, linguistic
value, membership function
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1. Введение
Принятие решений является неотъемлемой частью практической де-

ятельности в различных направлениях. Особое положение здесь зани-
мают решения, связанные с конфликтными ситуациями, к которым,
очевидно, можно отнести военные действия, борьбу с терроризмом, кон-
курентную борьбу на рынке и т. п. Сложность и ответственность та-
ких ситуаций не позволяет при выработке наиболее рациональных ре-
шений опираться только на субъективные представления и предпочте-
ния лиц, принимающих решения, и делает необходимым использование
математических моделей для поддержки процесса принятия решений.
Для конфликтных ситуаций такой моделью являются антагонистиче-
ские игры. Традиционно антагонистическая игра может быть представ-
лена тройкой < A, B, G(A,B) >, A, B — множества стратегий участ-
ников конфликта. В общем случае G(A,B) = ||g(ai, bj)|| — платежная
матрица, элементами которой является оценки последствий выбора иг-
роками стратегий. Поэтому антагонистическая игра часто называется
матричной.

Классическая теория антагонистических игр основывается на прин-
ципе «общего знания», который гласит: игра со всеми правилами извест-
на игрокам, и каждый из них знает, что все участники осведомлены о
том, что известно остальным партнерам по игре [1; 2].

В практических условиях принцип «общего знания» нарушается, во-
первых, из-за того, что при конфликтном характере ситуации, требу-
ющей принятия решений, игрокам целесообразно сохранять в секрете
свои возможные решения, т. е. возникает (существует) первая неопре-
деленность в знании возможных действий противника. Вторая неопре-
деленность, которую можно рассматривать как следствие первой, — это
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неопределенность в оценке последствий возможных решений, значений
элементов платежной матрицы.

Модель антагонистической игры, предложенная Дж. Харшаньи [3],
является попыткой учесть первый тип неопределенности путем введе-
ния в формулировку игры, так называемый тип агента, предполагаемое
распределение вероятностей, с которыми противоположный участник
может выбирать свои стратегии.Тип агента можно создать либо на ос-
нове априорной информации из статистических наблюдений в прошлом,
либо соответствующие оценки дают эксперты. Очевидно, что рассчи-
тывать на получение заслуживающей доверия априорной информации
можно, если ситуация, требующая принятия решения, возникает неод-
нократно при неизменных условиях, и тогда существует возможность
формирования статистически значимого типа агента. Если эти усло-
вия отсутствуют, то соответствующие вероятности будут определяться
экспертами. Экспертным оценкам принципиально свойственна неопре-
деленность, которая имеет нестатистический характер, и поэтому кор-
ректность их применения в модели Дж. Харшаньи требует дополни-
тельного обоснования. Как уже отмечалось, следующая неопределен-
ность будет иметь место и при оценке значений элементов платежной
матрицы, которая также нестатистическая по причинам, подробно рас-
смотренным в [4]. Адекватным вариантом формализации нестатисти-
ческой неопределенности вполне обоснованно можно считать ее пред-
ставление на основе теории нечетких множеств. Различные варианты
решения антагонистических игр с нечеткими параметрами предложены
в исследованиях [5–9]. Однако все они в той или иной степени остаются
в рамках классической теории и принципа «общего знания». Неопре-
деленности нестатистического характера в исходных данных, с одной
стороны, нарушают принцип «общего знания», а с другой — становят-
ся причиной видоизменения модели Дж. Харшаньи. Нечеткий аналог
модели Дж. Харшаньи, основанный на использовании нечетких чисел,
предложен в [10]. Другим вариантом моделирования неопределенности
исходных данных является использование лингвистической (вербаль-
ной) формы их представления.

2. Материалы и методы
Поскольку в антагонистической игре участвуют рационально дей-

ствующие участники, то можно считать, что каждому из них из-
вестен список возможных стратегий противника, т. е. игроку A из-
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вестно множество B = [bj : j = 1, . . . , N ], а игроку B — множество
A = [ai : i = 1, . . . ,M ]. Нарушение принципа «общего знания» приво-
дит к тому, что у каждого из участников будет свое представление как
о возможном выборе другой стороны, так и его последствиях. Тогда
первый игрок формирует множество оценок, характеризующих возмож-
ность выбора игроком B некоторой стратегии bj, которую обозначим
Pos(B/A) = [pos(bj/A) : j = 1, . . . , N ], а также его представление отно-
сительно последствий выбора им стратегии ai при стратегии bj второго
игрока

GA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g(A)11 g(A)12 . . . g(A)1N

g(A)21 g(A)22 . . . g(A)2N
...

... . . . ...

g(A)M1 g(A)M2 . . . g(A)MN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (1)

Аналогично, игрок B конструирует свою систему
Pos(A/B) = [pos(ai/B) : i = 1, . . . ,M ] и матрицу

GB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g(B)11 g(B)12 . . . g(B)1N

g(B21 g(B)22 . . . g(B)2N
...

... . . . ...

g(B)M1 g(B)M2 . . . g(B)MN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2)

Для оценок, характеризующих представления игроков о ситуациях,
требующих от них принятия решений, должны быть сформированы со-
ответствующие терм-множества:

T [Pos(B/A)] = [τk[pos(bj/A)] : k = 1, . . . , Kj],

T [GA] = [τq(GA) : q = 1, ..., QA],

T [Pos(A/B)] = [τk[pos(ai/B)] : k = 1, ..., Ki],

T [GB] = [τq(GB) : q = 1, ..., QB].

В общем случае Ki ̸= Kj.

Оценки τk[pos(bj/A)], τk[pos(ai/B)] формализуются нечеткими мно-
жествами, соответственно:

M(B/A) = {µk
B/A(x) : k = 1, Ki, x ∈ [0, 1]}, (3)
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M(A/B) = {µk
A/B(x) : k = 1, Kj, x ∈ [0, 1]}, (4)

M [G(A)] = {µA
q (y) : q = 1, QA}, (5)

M [G(B)] = {µB
q (y) : q = 1, QB}, (6)

где [ymin, ymax] — области определения элементов матриц (1) и (2) соот-
ветственно. Возможно, что для участников конструирование игры непо-
средственно в форме лингвистических оценок окажется либо затрудни-
тельным, либо недостаточно убедительным. Тогда может использовать-
ся следующая процедура (фаззификация).

Пусть выбрано терм-множество

T [Pos(B/A)] = [VS, Sm, M, HM, B] (7)

(VS — очень малая возможность, Sm — малая возможность, M — сред-
няя, HM — выше средней, B — значительная) и соответствующие нечет-
кие множества с функциями принадлежности (рис. 1).

Рис. 1. Терм-множество T [Pos(B/A)] и результаты фаззификации (утолщенные
и пунктирные линии)

Например, игрок A выбирает точку на оси ординат, отражающую
его примерную оценку возможности использования игроком B некото-
рой стратегии bj. В общем случае в результате фаззификации полу-
чим лингвистическое значение pos(bj/A) = (LM orM). Если, например,
µLM(x) >> µM(x) при x = bj или наоборот, то остается одна из линг-
вистических оценок. Аналогично поступаем и с оценками последствий
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возможных решений. Для простоты дальнейшего изложения предполо-
жим, что игроки используют одинаковые терм-множества оценок по-
следствий сделанного выбора

T (ai, bj) = [L, LM, M, HM, B] (8)

(L — последствия незначительные, LM — ниже среднего, M — средние,
HM — выше среднего, B — существенные) (рис. 2).

Рис. 2. Терм-множество оценок последствий возможного выбора,
утолщенными линиями представлен результат фаззификации последствий выбора

игроками пары стратегий (ai, bj)

В результате формируются множества нечетких оценок для первого
игрока

P̃ os(A/B) = {µ(bj ,A)(x) : j = 1, N} и G̃(A) =
∣∣∣∣µA

ij(y)
∣∣∣∣ ,

для второго

P̃ os(B/A) = {µ(ai,B)(x) : j = 1,M}, G̃(B) =
∣∣∣∣µB

ij(z)
∣∣∣∣ .

Дальнейшие преобразования рассматриваются на примере игрока A,
действия B будут аналогичными.

Нарушение принципа «общего знания» делает невозможным исполь-
зование методов классической теории антагонистических игр для на-
хождения наилучших стратегий. Поэтому в рассматриваемой ситуа-
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ции игрокам целесообразно основываться на следующем положении:
при имеющемся характере неопределенностей наиболее полезной будет
стратегия, обеспечивающая наилучший результат независимо от выбо-
ра другой стороны. В этом случае игроки для нахождения таких стра-
тегий должны оценивать последствия возможных решений с учетом
истинности их предположений о возможном выборе противника, т. е.
построить на основе соотношений (3–6) нечеткие отображения

Γ̃A : M̃(B/A) → M̃ [G(A)] (9)

для игрока A и для игрока B

Γ̃B : M̃(A/B) → M̃ [G(B)]. (10)

Пусть некоторому элементу матрицы (1) µA
ij(y) соответствует

µ(bj/A)(x) нечеткая оценка игроком A возможности выбора игроком B

стратегии bj. С помощью генератора случайных чисел генерируется
множество пар (yp, xr), p = (1, P ), r = (1, R). Вычисляются функции
принадлежности нечетких отображений (7)

µ̃A
ij(yp) = µA

ij(yp) ∩ µ(bj/A)(xr) = min[µA
ij(yp), µ(bj/A)(xr)] (11)

и (8)
µ̃B
ij(zp) = µB

ij(zp) ∩ µai/B(xi) = min[µB
ij(zp), µ(ai/B)(xr)]. (12)

Указать заранее необходимое количество пар невозможно, так как
оно во многом зависит от вида функций принадлежности соответству-
ющих нечетких оценок. Количество пар подбирается эксперименталь-
но так, чтобы последующие преобразования обеспечили надежное рас-
познавание получаемых нечетких оценок последствий возможных ре-
шений. Для треугольных функций принадлежности достаточное число
пар не более 10: P = R = 10. В результате будут получены дискретные
нечеткие множества, характеризующие последствия выбора игроком A

стратегии ai с учетом истинности предположения о выборе игроком B

стратегии bj (9) и последствия выбора игроком B стратегии bj с учетом
истинности предположения о выборе игроком A стратегии ai. Описан-
ная процедура применяется ко всем элементам матриц (1) и (2). В ре-
зультате матрицы (1) и (2) будут преобразованы в матрицы

G̃′(A) =
∣∣∣∣µ̃A

ij

∣∣∣∣ , (13)
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G̃′(B) =
∣∣∣∣µ̃B

ij

∣∣∣∣ (14)

соответственно.

В ситуациях, представленных матрицами (13), (14), в качестве наи-
более выгодных будут те стратегии, которые обеспечат игрокам наилуч-
ший результат, не зависящий от выбора другого участника. Для опре-
деления таких стратегий, например, игрок A должен для каждой своей
стратегии ai ∈ A вычислить интегральную оценку ее последствий по
всему множеству стратегий игрока B и затем сравнить полученные ре-
зультаты. Аналогично игрок B для каждой стратегии bj ∈ B вычисляет
интегральную оценку ее последствий по всему множеству стратегий иг-
рока A.

Для получения интегральной оценки предлагается рассматривать
совокупность дискретных множеств строк матрицы (13)

[µ̃A
i1, µ̃A

i2, . . . , µ̃A
iN ], i = 1,M

как единое дискретное нечеткое множество M̃A
i . Аналогично для мно-

жества строк матрицы (14) [µ̃B
j1, µ̃B

j2, . . . , µ̃B
jM ], j = 1, N — M̃B

j .

Функции принадлежности таких множеств будут представляться на-
бором их дискретных, вообще говоря, произвольных, значений, даль-
нейшие преобразования над которыми окажутся весьма сложными.
Поэтому предлагается к множествам M̃A

i и M̃B
j применить преобра-

зование FztoTriangle, определенное в нечеткой электронной таблице
FuzyCalc фирмы FuzyWare. Суть этого преобразования состоит в за-
мене произвольного нечеткого множества эквивалентным с треуголь-
ной функцией принадлежности, которое имеет одинаковые с исход-
ным величину носителя и значение координаты центра тяжести. Ко-
ордината модального значения определяется из известного соотноше-
ния для координаты центра тяжести треугольника, тогда для игрока A

xmodi
= 3CGEqi − (xmaxi + xmini), где CGEqi — координата центра тяже-

сти эквивалентного множества, соответствующего i-ой строке матри-
цы (13), [xmaxi , xmini ] — границы носителя нечеткого множества M̃A

i ,
для игрока B zmodi

= 3CGEqi − (zmaxi + zmini), где CGEqi — коорди-
ната центра тяжести эквивалентного множества, соответствующего i-
ой строке матрицы (14), [zmaxi , zmini ] — границы носителя нечетко-
го множества M̃B

i . Значение функции принадлежности эквивалентно-
го нечеткого множества в точке xmodi

в зависимости от предпочтений
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игрока может определяться либо как max
i

[µ̃A
i1, µ̃A

i2, . . . , µ̃A
iN ], i = 1,M

(max
j

[µ̃B
j1, µ̃B

j2, . . . , µ̃B
jM ]), либо как средневзвешенное.

Таким образом, каждой строке матриц (13), (14) будет поставлено
в соответствие эквивалентное нечеткое множество Ẽ(ai), Ẽ(bj) соответ-
ственно, а в совокупности каждый из игроков получит для принятия
решений вектора нечетких оценок последствий возможного выбора

Ẽ(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ẽ(a1)

Ẽ(a2)
...

Ẽ(aM)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (15)

Ẽ(B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ẽ(b1)

Ẽ(b2)
...

Ẽ(bN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (16)

Для выбора наилучшего решения необходимо сравнение нечетких
координат векторов Ẽ(A) (15), Ẽ(B) (16). Предлагаемые в [11–13] ме-
тоды сравнения нечетких чисел в решаемой задаче оказываются недо-
статочными. Дело в том, что для принятия решения в данном случае
необходим учет двух параметров, уровня неопределенности (размыто-
сти) и положения нечеткой оценки на области определения.

Оценка размытости нечеткого множества представляет собой от-
дельную, достаточно сложную задачу, различные методы решения ко-
торой описаны в [14]. В работе [15] отмечается, что можно выделить
несколько аспектов, связанных с понятием размытости нечетких мно-
жеств, среди которых для решаемой задачи существенным является ин-
терпретация показателя размытости как характеристики уровня внут-
ренней неопределенности, обусловленной неполной, частичной инфор-
мацией о соответствии возможного решения условиям наилучшего вы-
бора. Очевидно, что функции принадлежности 0 < µẼ(ai)

(y) < 1 или
0 < µẼ(bi)

(y) < 1 указывают на то, что ∀ai ∈ A или ∀bj ∈ B лишь в ча-
стичной мере удовлетворяют условию быть наилучшим. В общем случае
показатель размытости нечеткого множества можно определить в виде
функционала F (ω) ∈ R+, где ω = y или z, свойства которого определе-
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ны в [15]. В [16] при конечном числе элементов нечеткого множества
предлагается функционал в следующем виде:

F (ω) =
∑
i

φi(µẼ(ω)), (17)

где φi — вещественнозначная функция µẼ(ai)
(y) или µẼ(bj)

(z) в зави-
симости от того, для какого игрока проводятся вычисления. В каче-
стве такой функции по аналогии с шенноновской энтропией теории ин-
формации может использоваться логарифмическая энтропия нечеткого
множества

φ = −qln q − (1− q)ln (1− q), (18)

где q = µẼ(ai)
(y) или q = µẼ(bj)

(z). Другой вариант определения размы-
тости нечетких множеств предложен в [17]

F (ω) =
∑
i

µẼ(ωi)(1− µ(ωi)). (19)

Однако ни один из известных методов не учитывает положение
нечеткой оценки на области ее определения. Этой оценкой для нечет-
кого множества с треугольной функцией принадлежности может стать
координата либо ее максимального значения, либо центра тяжести. При
выборе одного из этих параметров можно руководствоваться следу-
ющими соображениями: координата максимального значения опреде-
ляется проще, чем координата центра тяжести, с другой стороны, ес-
ли рассматривать функцию принадлежности как совокупность точек
с массами, равными ее значениям, координата центра тяжести явля-
ется обобщенной характеристикой такой совокупности. Поскольку воз-
можны различные сочетания значений показателей размытости, то для
выбора наилучшего варианта необходима композиционная оценка, ко-
торая должна формироваться исходя из логики принятия решений иг-
роками.

В антагонистических играх без ограничения общности предполага-
ется, что первый игрок выигрывает, а второй проигрывает. Тогда ло-
гика выбора решения игроком A может быть следующей. Наилучшим
будет такое решение, у которого желательны минимальная неопреде-
ленность и наибольшее значение координаты максимума или центра
тяжести функции принадлежности. Тогда наиболее выгодной страте-
гией будет
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a∗i → min
i

 FẼ(ai)
(y)

max
y

µẼ(ai)
(y)


или

a∗i → min
i

[
FẼ(ai)

(y)

CG[µẼ(ai)
(y)]

]
, (20)

где FẼ(ai)
(y) — показатель размытости нечеткой оценки Ẽ(ai), вычис-

ленный по соотношению (18) или (и) (19); CG[µẼai
(y)] — координата

центра тяжести функции принадлежности µẼai
(y), i = 1,M .

Второй игрок также заинтересован в оценке с минимальной неопре-
деленностью, которая также рассчитывается по соотношению (18) или
(и) (19), но с наименьшим значением координаты максимума функции
принадлежности или ее центра тяжести. Тогда для него наиболее вы-
годной будет стратегия

b∗J → min
j

[
FẼ(bj)

(z) ·max
z

[µẼ(bj)
(z)]

]
или

b∗J → min
j
[FẼ(bj)

(z)] · CG[µẼ(bj)
(z)], (21)

где FẼ(bj)
(y) — показатель размытости нечеткой оценки Ẽ(bj), вычис-

ленный по соотношению (18) или (и) (19); CG[µẼbj
(y)] — координата

центра тяжести функции принадлежности, j = 1, N .

3. Результаты
Проиллюстрируем изложенное упрощенным примером. Выбор игро-

ками наилучших стратегий выполняется в несколько этапов.
Этап1. Формирование исходных данных. Игроки определяют мно-

жества возможных стратегий, оценки их применения, а также возмож-
ности выбора другим участником каких-то стратегий. Обычно перво-
начальная модель ситуации, требующей принятия решений, задается
в числовой форме, например табл. 1 для игрока A и табл. 2 для B.

Этап 2. Фаззификация исходных данных. Учитывая возможную
неопределенность, числовые данные подвергаются фаззификации. Для
этого каждый из игроков формирует терм-множества лингвистических
оценок для последствий возможных решений и возможности выбора
другим участником некоторых стратегий. Для упрощения изложения
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Таблица 1
Представление игры со стороны игрока A

Pos(B/A) 0.3 0.1 0.4 0.2

A/B b1 b2 b3 b4

a1 3 3 8 4

a2 5 1 6 5

a3 7 3 3 6

Таблица 2
Представление игры со стороны игрока B

Pos(A/B) 0.3 0.5 0.2

B/A a1 a2 a3

b1 3 8 5

b2 1 4 6

b3 7 5 3

b4 4 3 4

предполагается, что игроки используют одинаковые терм-множества
для последствий возможных решений, представленные соотношени-
ем (8). Один из вариантов результата фаззификации для пар страте-
гий (a3, b1), (a3, b4) приведен на рис. 3. Аналогичной процедуре подвер-
гаются и первоначальные оценки игроков возможности использования
каких-то стратегий другим участником (рис. 1). В отличие от первого
игрока второй использует для POS(A/B) терм-множество из трех линг-
вистических значений T [POS(A/B)] = [Sm,M,B] (Sm — малая воз-
можность, M — средняя, B — значительная) (рис. 4). Результаты второ-
го этапа представлены в табл. 3 и 4. Хотя в табл. 3 присутствуют одина-
ковые лингвистические значения, например для пар стратегий (a3, b1),
(a3, b4), они имеют различные функции принадлежности (рис. 3). Ана-
логичная ситуация будет и для совпадающих по обозначениям элемен-
тов табл. 4.

В результате фаззификации табл. 1 и 2 преобразуются к виду
табл. 3 и 4.

Этап 3. Формируются итоговые оценки последствий возможных
решений с учетом истинности предположений игроков о возможном



28 Чернов В. Г.

Рис. 3. Функции принадлежности нечетких оценок
для пар стратегий (a3, b1) — 1, (a3, b4) — 2

Рис. 4. Функции принадлежности элементов терм-множества T [Pos(A/B)]
и результат фаззфикации (утолщенные линии)

Таблица 3
Fuzzy-представление игры игрока A

Pos(B/A) Sm orM VS orSm Sm orM Sm

A/B b1 b2 b3 b4

a1 LM orM L orLM HM orB LM orM

a2 M L orM M orHM M

a3 M orHM LM orM L orLM M orHM
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Таблица 4
Fuzzy-представление игры игрока B

Pos(A/B) Sm orM M Sm orM

B/A a1 a2 a3

b1 LM orM HM orH M

b2 L orLM LM orM M orHM

b3 HM orH M LM orM

b4 LM orM LM orM LM orM

.

выборе противника. Строятся нечеткие отображения (9) и (10) и со-
ответствующие функции принадлежности (11), (12). В результате для
каждой строки табл. 3, 4 формируется рассматриваемое как единое,
нечеткое множество, функция принадлежности которого представля-
ется набором дискретных, вообще говоря, произвольных значений, что
очень сильно усложняет принятие окончательного решения.

Этап 4. Построение эквивалентных нечетких множеств. Каждое
нечеткое множество, полученное на предыдущем этапе, преобразует-
ся по описанным выше правилам в эквивалентные нечеткие множества
с треугольными функциями принадлежности. В результате оценки по-
следствий возможных решений представляются векторами, нечеткие
координаты которых имеют треугольные функции принадлежности,
что существенно упрощает процедуры принятия окончательного реше-
ния. В результате описанных выше преобразований для каждой стро-
ки матриц, представленных табл. 3, 4, будут получены эквивалентные
нечеткие множества (рис. 5).

Этап 5. Выбор наилучшего решения. Для каждой нечеткой коорди-
наты векторов, полученных на предыдущем этапе, вычисляются инте-
гральные оценки возможных решений по соотношениям (18–21) и вы-
бирается наиболее выгодное.

В табл. 5, 6 для данных задачи, используемой как пример, представ-
лены результаты расчетов по соотношениям (18) и (19). Для подтвер-
ждения корректности полученных результатов расчеты проводились по
обоим соотношениям (20) и (21). В обеих таблицах индекс 18 означает,
что расчеты размытости нечетких оценок выполнялись по соотношению
(18), 19 – по формуле (19).
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Рис. 5. Нечеткие оценки последствий возможного выбора игроков:
а) для игрока A: Ẽ(a1) —1, Ẽ(a2) — 2, Ẽ(a3) — 3;

б) для игрока B: Ẽ(b1) — 1, Ẽ(b2) — 2, Ẽ(b3) — 3, Ẽ(b4) — 4

Таблица 5
Оценки возможных стратегий игрока A

F/A a1 a2 a3

F18 4.94 25.08 5.15

F18 · CG 1.19 0.98 1.1

F19 3.65 3.28 3.71

F19 · CG 0.87 0.634 0.79

Согласно сформулированным условиям оба метода расчетов указы-
вают, что для игрока A наилучшим решением будет выбор стратегии a2.
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Таблица 6
Оценки возможных стратегий игрока B

F/B b1 b2 b3 b4

F18 4.36 4.09 4.17 3.185

F18 · CG 20.78 15.06 20.21 9.98

F19 2.81 3.58 3.91 2.18

F19 · CG 13.7 9.5 14.08 6.91

Аналогично для игрока B оба метода расчетов указывают, что наилуч-
шим будет выбор стратегии b4. Совпадение результатов двух незави-
симых методов расчета подтверждают корректность найденных реше-
ний. В результате выбранным наилучшим решениям a∗i (в примере a2)
и b∗j (b4) будут соответствовать нечеткие множества, представляющие
распределение возможности получения некоторого результата, в том
числе и возможно наилучшего, на области определения значений эле-
ментов платежных матриц (11, 12).

Для антагонистических игр важным параметром является цена иг-
ры, которая достигается, если игроки используют наилучшие (опти-
мальные) стратегии. Поскольку нечеткие множества Ẽ(a∗i ) и Ẽ(b∗j) —
это нечеткие результаты применения игроками наиболее выгодных
(удачных) стратегий, которые для первого игрока A обеспечивают ему
наибольший ожидаемый выигрыш, не зависящий от решений другого
участника, для второго (B) — наименьший ожидаемый проигрыш, так-
же не зависящий от действий противника, то должна существовать и
нечеткая цена игры, которая очевидно будет представляться общей об-
ластью этих множеств, т. е.

ν̃ = Ẽ(a∗i ∩ Ẽ(b∗J) = µẼ(a∗i )
∩ µẼ(b∗J )

или
ν̃ = µẼ(a∗i )

· µẼ(b∗J )
.

Нечеткая нижняя цена игры α̃ = Ẽ(a0i ) ∩ Ẽ(b∗j), где a0i — самая
неудачная стратегия игрока A, т. е. стратегия с наименьшей инте-
гральной оценкой ожидаемого выигрыша. Нечеткая верхняя цена иг-
ры β̃ = Ẽ(a∗i ) ∩ Ẽ(b0j), где b0j — самый неудачный выбор игрока B, т. е.
выбор стратегии с наибольшим ожидаемым проигрышем (рис. 6).
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Рис. 6. Нечеткая нижняя цена игры — 1, нечеткая цена игры — 2, нечеткая
верхняя цена игры — 3

Естественно возникает вопрос о корректности предложенного мето-
да решения рассматриваемой задачи, ответить на который можно сле-
дующим образом. Нечеткие множества считаются обобщением класси-
ческих множеств. Применительно к рассматриваемой задаче предлага-
емый метод ее решения должен дать, по крайней мере, непротиворе-
чивый результат в частном случае, когда от нечеткой формулировки
возвращаемся к четкой. Будем рассматривать ситуацию для каждого
игрока в отдельности. Тогда для каждого из участников возникает ситу-
ация, аналогичная играм с природой, где в качестве природы выступает
его противник. В этом случае для оценки возможных решений может
использоваться байесовский принцип. Возможны два варианта возвра-
та к четкой постановке. Первый — использовать для проверки данные,
с которых начиналось рассмотрение задачи. Здесь и дальше с целью со-
кращения объема статьи ограничимся только конечными результатами.
Оценивая возможные последствия по известной формуле

si =
∑
j

gijpj, (22)

где gij, pij — соответствующие элементы табл. 1, 2, из табл. 1 и 2 полу-
чим следующие оценки стратегий игрока A: a1 = 5.1, a2 = 5, a3 = 4.4,
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для игрока B: b1 = 5.9, b2 = 3.5, b3 = 5.2, b4 = 2.4. Как было определе-
но выше, игрок A заинтересован в наибольшем результате (выигрыше),
и, соответственно, для него наилучшей будет стратегия a1, игрок B —
в наименьшем (проигрыш), и для него лучшей будет стратегия b4. Неко-
торое расхождение с нечетким вариантом можно объяснить близостью
оценок стратегий a1 и a2.

Второй вариант основан на операции дефаззификации элементов
матриц, представленных табл. 3, 4, например по методу центра тяжести.
Полученные значения обрабатываются по соотношению (19). В резуль-
тате получены a1 = 5.4, a2 = 5.6, a3 = 5.25, для игрока B: b1 = 7.2,
b2 = 5.4, b3 = 6.9, b4 = 4.9, соответственно, лучшими будут стратегии
a2 и b4, что совпадает с нечетким вариантом. Отметим, что все полу-
ченные таким образом оценки принадлежат и соответствующим экви-
валентным нечетким множествам.

4. Заключение
Предлагаемый метод решения конфликтной ситуации, формализуе-

мой как антагонистическая матричная игра, позволяет находить наибо-
лее выгодные стратегии ее участниками в условиях нарушения принци-
па «общего знания», обусловленного неопределенностью знаний о воз-
можных решениях противоположного участника, из-за чего исходные
данные представляются в виде нечетких лингвистических утвержде-
ний. Необходимо отметить, что, хотя в иллюстрациях только для про-
стоты графического представления использовались треугольные функ-
ции принадлежности нечетких величин, сам метод нахождения наибо-
лее выгодных решений не накладывает ограничений на вид используе-
мых функций принадлежности.
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Аннотация. Требования бизнеса, приведшие к значитель-
ному увеличению объёмов накапливаемой и обрабатываемой ин-
формации, обусловили необходимость перехода от технологий,
использовавшихся в простых системах управления базами дан-
ных, к технологиям для работы с платформами больших данных.
Понимание истории развития технологий баз данных и дальней-
шее прогнозирование их развития является важной задачей для
обеспечения качественного обучения будущих ИТ-специалистов,
проведения актуальных исследований и развития отечественного
программного обеспечения. В данной работе представлены этапы
трансформации взглядов и технологий систем управления базами
данных.
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1. Введение
Любое современное программное обеспечение в процессе своей рабо-

ты активно взаимодействует с различными данными. Таким образом,
возникает потребность в организации данных, их хранении и предо-
ставлении удобного доступа к ним. Чаще всего для этого используются
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базы данных (БД). База данных — это коллекция хорошо организо-
ванных данных, где они хранятся в структурированном виде с четко
определёнными взаимосвязями между ними [1]. Для управления боль-
шими БД необходимы надёжные, безопасные и удобные в использова-
нии инструменты. Эти возможности предоставляет система управления
базами данных (СУБД).

СУБД заменили файловые системы, предоставив общее хранилище
данных, которое одновременно может использоваться многочисленны-
ми приложениями и пользователями. С 1960 года было разработано
множество моделей БД и их активное развитие продолжается до сих
пор. Ограничиваясь размером статьи, остановимся на наиболее важ-
ных, на наш взгляд, аспектах.

Цель данной статьи — выполнить анализ истории развития систем
управления базами данных, обобщить актуальные данные о них и вы-
явить возможные направления развития отечественного рынка СУБД.
Отдельно хотелось бы отметить, что в рамки данного исследования не
входят вопросы, связанные с появлением и развитием подходов к управ-
лению данными на основе разработки хранилищ данных и озёр данных,
которым было уделено внимание в работе [2] и которые являются само-
стоятельным большим аспектом, требующим отдельного представления
и обсуждения.

2. Развитие баз данных: от файлов до реляционной модели
В период активного развития вычислительной техники во второй

половине XX века значительно повысилась необходимость в органи-
зации и хранении данных. В начале 1960-х годов данные хранились
на магнитных лентах и управлялись с помощью перфокарт, что было
медленно, неудобно и требовало значительных усилий для управления
данными. Были необходимы более эффективные способы работы, что
привело к разработке первых СУБД [3].

Первая модель базы данных — иерархическая, была разработана в
1960-х годах. В иерархической модели данные организованы в виде де-
рева, где каждый узел имеет один родитель и множество потомков. Та-
кая структура обеспечивает быстрый доступ к данным, но ограничива-
ет гибкость, так как каждый элемент данных может иметь только одну
связь типа «родитель – потомок». Таким образом, можно было реализо-
вать только отношения «один-ко-многим» или «один-к-одному». При-
мером иерархической СУБД является IMS (Information Management
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System), разработанная IBM для поддержки коммерческих приложе-
ний, например системы управления запасами и бухгалтерский учёт.

Следующим шагом в развитии стала сетевая модель данных, опуб-
ликованная как спецификация модели CODASYL (Conference on Data
Systems Languages). Основное отличие сетевой модели от иерархической
состояло в том, что она позволила реализовать между элементами дан-
ных связи «многие-ко-многим». Это обеспечивало большую гибкость по
сравнению с иерархической моделью и давало возможность проектиро-
вать и использовать структуры данных большей сложности. Однако се-
тевая модель решала не все имевшиеся проблемы. В частности, остава-
лись нерешенными некоторые вопросы, связанные с согласованностью
и безопасностью данных.

В 1970 году была предложена реляционная модель данных, в кото-
рой данные представляются в виде таблиц, являющихся естественным
для человека способом структурирования данных. Эта модель отделила
логическую структуру данных от их физического хранения, что позво-
лило пользователям задавать запросы на высоком уровне абстракции с
помощью «языка структурированных запросов» (SQL). Впервые он был
стандартизирован в 1985 году [4]. SQL стал стандартом для работы с
реляционными базами данных, что упростило их внедрение и исполь-
зование в различных приложениях.

Также реляционные СУБД (РСУБД) обеспечивают надёжную и
предсказуемую работу благодаря четырём принципам ACID, которые
были сформированы в конце 1970-х годов Джимом Греем. К этим прин-
ципам относятся: атомарность, согласованность, изоляция и устойчи-
вость. РСУБД получили широкое распространение. Согласно рейтин-
гу популярности сайта DB-Engines (https://db-engines.com/en/ranking),
первые места занимают представители этого вида СУБД.

В 1980-х годах начала развиваться концепция объектно-
ориентированных баз данных (ООБД). Они интегрировали принципы
объектно-ориентированного программирования с возможностями БД,
что позволило лучше управлять сложными данными и их взаимосвязя-
ми. В отличие от реляционных моделей ООБД поддерживали хранение
объектов, включающих как данные, так и методы их обработки, что
позволяло разработчикам работать с данными в тех же терминах, что
и в их программных приложениях.

Самой большой проблемой ООБД была миграция существующей БД
на ООБД, так как для перехода требуется полная перестройка «с нуля»,
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а также обычно привязка к определённому языку программирования,
что несколько снижает гибкость такого подхода.

Создание объектно-реляционной базы данных (ОРБД) стало по-
пыткой преодоления разрыва между реляционными БД и техниками,
используемыми в объектно-ориентированных языках программирова-
ния. ОРБД объединили преимущества обеих моделей. С одной сторо-
ны, они предоставили востребованные возможности реляционной мо-
дели — простоту и мощь SQL. С другой — предоставили поддерж-
ку объектно-ориентированной концепции: наследования и инкапсуля-
ции. Это в конечном счете дало пользователям возможность создавать
сложные иерархии объектов и одновременно использовать возможности
РСУБД для управления данными и выполнения сложных запросов.

3. Переход к масштабируемым моделям данных (NoSQL,
NewSQL)

Быстрое развитие интернет-технологий и вызванное им увеличение
объёмов обрабатываемых данных в начале XXI века привело к пони-
манию того, что РСУБД не могут эффективно справляться с новыми
задачами. Растущие интернет-компании столкнулись с проблемой об-
работки огромных массивов данных в реальном времени. Это требо-
вало новых подходов к управлению данными и привело к появлению
Not Only SQL (NoSQL)-подходов, предлагающих альтернативные мето-
ды хранения и обработки данных [5; 6].

Современное значение NoSQL-системы получили в 2009 году в ре-
зультате обсуждения open-source распределённых БД. Термин NoSQL
не имеет общепризнанного определения и обозначает нереляционное
распределённое хранилище данных, которое не обеспечивает гаран-
тии ACID. Not Only SQL БД разделяются по различным типам хра-
нения данных: ключ-значение, документо-ориентированные, графовые
и иные.

NoSQL-системы разработаны для решения проблем масштабируе-
мости и производительности в распределенных системах. Оптимизация
операций добавления и извлечения привела к заметному росту произ-
водительности при работе с большими объёмами данных. Эти БД ча-
сто используются для приложений, требующих высокой доступности и
горизонтального масштабирования, таких, например, как социальные
сети, интернет-магазины и системы аналитики данных.
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NewSQL БД появились в начале 2010-х годов и стали попыткой объ-
единить преимущества РСУБД, заключающиеся в поддержке ACID-
транзакций и использование SQL, с возможностями горизонтального
масштабирования, присущими NoSQL-системам. Подобные системы ис-
пользуют такие технологии, как распределённые транзакции и согласо-
ванное реплицирование для обеспечения высокой производительности и
надёжности данных. Примеров NewSQL-систем относительно немного
в силу того, что они пока не успели получить широкое распростране-
ние из-за своей новизны, повышенной сложности разработки и внедре-
ния. Примерно в это же время формулируются подходы к построению
систем, не основывающиеся на принципах ACID. Появляются теорема
CAP и теорема PACELC, описывающие ограничения и компромиссные
решения распределённых БД в отношении согласованности, доступно-
сти и допустимости разделения.

Таким образом, эволюция СУБД от иерархических и сетевых мо-
делей к реляционным, а затем к NoSQL и NewSQL, отражает динами-
ку изменений в потребностях управления данными и технологических
возможностях. Примеры СУБД, реализующие упомянутые модели дан-
ных, представлены в табл.

Таблица
Примеры СУБД на основе различных моделей данных

Модели данных СУБД

Иерархические IBM IMS, RDM

Сетевые
Интегрированное хранилище данных (IDS),
Интегрированная система управления базами
данных (IDMS)

Реляционные MySQL, MariaDB, Oracle, SQL Server

Объектно-ориентированные Realm, Objectivity/DB

Объектно-реляционные IBM’s DB2, Oracle Database, PostgreSQL

NoSQL MongoDB, Cassandra DB

NewSQL VoltDB, MemSQL, NuoDB

Термин «многовариантное хранение» появился в 2011 году,
а в 2016 году аналитики Gartner сформулировали тезис, что будущее
СУБД, архитектур и способов использования за мультимодельностью —
использованием реляционных и нереляционных моделей в составе еди-
ной платформы. Действительно, восемь из тoп-10 в рейтинге СУБД
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DB-Engines Ranking за июль 2025 года позиционируют себя как муль-
тимодельные.

Мультимодельные БД поддерживают различные типы данных (ре-
ляционные таблицы, документы, графы, ключ-значение), что позволяет
эффективно управлять разнородной информацией в одной системе. Од-
ним из основных их достоинств является использование одного движ-
ка для обработки различных типов данных и предоставление единого
языка запросов и API для всех поддерживаемых моделей данных. Это
упрощает интеграцию и сокращает затраты на разработку и обслужи-
вание. Некоторые СУБД предлагают движки, способные поддерживать
различные модели данных, другие имеют многоуровневую архитектуру
с отдельными компонентами для каждой модели. Например, Oracle из-
начально работала с реляционными БД, а сейчас работает так же, как
графовая и документная. ArangoDB поддерживает графы, документы
JSON и модель «ключ-значение» в качестве основного функционала
и использует унифицированный язык запросов AQL (ArangoDB Query
Language).

Мультимодельные СУБД часто используются в приложениях, тре-
бующих интеграции данных из различных источников, например тек-
стовых документов, изображений, данных социальных сетей и т. п.

Каждая новая модель данных отвечала новым специфическим тре-
бованиям, обеспечивая большую эффективность и гибкость управления
данными. Описанная эволюция моделей данных представлена на рис.

4. Анализ современных тенденций развития СУБД
Современные информационные потребности, приводящие к постоян-

ному увеличению объёмов данных, требуют новых подходов для обес-
печения высокой производительности, масштабируемости и гибкости.
Эти требования начали формироваться в начале 2010-х годов, когда
стало понятно, что традиционные подходы становятся неэффективны-
ми и требуются новые решения. В 2010 году в качестве основных при-
оритетных направлений исследования были выделены [7]:

• проектирование архитектуры новых моделей данных и СУБД
для того, чтобы преодолеть ограничения существующих РСУБД,
показывающих низкое соотношение цена / производительность;

• поддержка независимости данных, декларативного программиро-
вания для новых платформ;
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Эволюция моделей данных

• разработка методик эффективного управления коллекциями
разнородных структурированных, полуструктурированных
и неструктурированных данных, распределённых по разнооб-
разным репозиториям, что в дальнейшем вылилось в развитие
концепций и технологий хранилищ данных и озёр данных;

• исследования в области улучшения управляемости облачных баз
данных и интегрированных облачных архитектур;

• управление огромными объёмами разнообразных пользователь-
ских данных, включая виртуальные миры, и сервисы в реальном
времени.
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Тенденции, заложенные в 2010 году, не только сохранили свою акту-
альность, но и усилились. Развитие интернета вещей, социальных сетей
и облачных вычислений требует постоянного обновления технологий
для эффективного управления растущими объёмами данных. Напри-
мер, мультимодельные и облачные БД продолжают развиваться и в
последние годы уже стали стандартом де-факто в индустрии [8].

Реляционный подход ориентирован на вертикальное масштабирова-
ние, что означает увеличение мощности одного сервера для обработки
больших объёмов данных. Однако такое решение становится дорогим и
технически сложным по мере роста количества информации и увеличе-
ния требований к производительности. Поэтому сейчас чаще обращают-
ся к более современным решениям, способным удовлетворять высокие
требования по объёму, скорости и разнообразию данных [9].

В последнее десятилетие большую популярность приобрела микро-
сервисная архитектура, позволяющая разрабатывать системы, где каж-
дый сервис получает собственную, оптимально настроенную базу дан-
ных [10]. Например, модуль авторизации использует небольшую БД для
выполнения операций проверки прав и токенизации, а подсистема ана-
литики работает с базой, ориентированной на сложные аналитические
запросы. Такой подход обеспечивает независимость компонентов, упро-
щая масштабирование и позволяя внедрять новый функционал, сохра-
няя устойчивость всей системы.

Дополнительная гибкость микросервисной архитектуры обеспечи-
вается контейнеризацией (Docker и другие платформы). Она даёт воз-
можность быстро развернуть несколько экземпляров баз данных и ди-
намически перераспределять нагрузку. Управлять подобными контей-
неризированными инфраструктурами помогают системы оркестрации
(Kubernetes, Docker Swarm), в то время как балансировщики (напри-
мер, NGINX или HAProxy) позволяют равномерно распределять запро-
сы и гарантировать высокую доступность [11].

Для повышения производительности и уменьшения нагрузки
на СУБД активно применяются брокеры сообщений, например Apache
Kafka и RabbitMQ. Асинхронная передача данных помогает масштаби-
ровать систему и более эффективно проходить пиковые нагрузки. На-
пример, аналитические данные могут поступать в базу постепенно, без
перегрузки центрального сервера, что позволяет достичь высокой про-
изводительности системы в целом.
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Облачные технологии оказывают огромное влияние на развитие со-
временных СУБД, предлагая такие преимущества, как высокая до-
ступность, масштабируемость и гибкость, поддержка реляционных и
NoSQL-моделей, а также мультимодельных БД. Они предоставляют
услуги в формате «База данных как сервис» (Database as a Service,
DBaaS), что освобождает организации от необходимости самостоятель-
ного управления инфраструктурой данных и позволяет сосредоточить-
ся на развитии своих приложений.

Один из наиболее заметных современных трендов — интеграция ис-
кусственного интеллекта в СУБД. Однако исследования и разработки
в области их интеграции ещё требуют усилий. Некоторые методы их
объединения представлены в работах [12], [13]. Например, искусствен-
ный интеллект способен автоматизировать рутинные задачи, такие как
очистка, трансформации и интеграции данных, индексация и генерация
отчётов, создание научных БД [14] и т. п. Это значительно упрощает
подготовку данных для последующего анализа. Также он может ав-
томатически накапливать и анализировать данные о рабочей нагрузке
и на их основании масштабировать и распределять ресурсы для повы-
шения производительности БД. Informatica Intelligent Data Management
Cloud использует искусственный интеллект для автоматизации управ-
ления данными на протяжении всего их жизненного цикла, включая
предсказательное обслуживание для предотвращения сбоев и оптими-
зацию рабочих нагрузок.

Ещё одна сфера применения — улучшение качества данных, напри-
мер идентификация и исправление несоответствий, ошибок и дубли-
катов, обеспечение безопасности. Так, платформа Immuta использует
инструменты автоматизации отслеживания происхождения различных
данных для обеспечения безопасности.

Искусственный интеллект также активно используется для оптими-
зации запросов на основе использования методов обработки естествен-
ного языка. Пользователи могут задавать вопросы на естественном язы-
ке и получать требуемые данные без необходимости написания сложных
SQL-запросов.

5. Российский рынок СУБД
История развития отечественных технологий БД тесно связана с об-

щемировыми достижениями и технологическими решениями. В СССР
множеством научно-исследовательских институтов разрабатывались
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разные типы СУБД для актуальных на тот момент отечественных и
зарубежных компьютерных архитектур и операционных систем. В ка-
честве примера можно привести такие продукты, как СУБД-Р — одну
из первых отечественных РСУБД, созданную на основе модели Код-
да, разработанную для обработки больших объёмов данных и доку-
ментации автоматизированную систему комплексного документооборо-
та АСКД, семейство совместимых РСУБД ПАЛЬМА для платформ
ЕС ЭВМ, СМ ЭВМ и IBM-совместимых персональных компьютеров.
Подробнее этот вопрос представлен в книге М. Р. Когаловского [15].

Современный российский рынок СУБД претерпевает значительные
изменения, особенно в свете текущей политической ситуации и разви-
тия тенденций к импортозамещению. С 2022 года в России наблюдается
значительное сокращение закупок иностранного программного обеспе-
чения, что привело к увеличению доли отечественных продуктов. Так,
доля контрактов с российскими поставщиками СУБД составила око-
ло 96 % от общего объёма государственных закупок, в то время как
в 2021 году эта цифра была около 85 % в пользу зарубежных продук-
тов [16]. В целом объём российского рынка СУБД в 2023 году составил
более 29 млрд рублей, из которых почти 58,5 % приходилось на россий-
ских вендоров [17]. В 2023 году на зарубежные продукты приходилось
менее 20 % российского рынка СУБД, причём основная доля этого зна-
чения определялась необходимостью поддержки приобретённых ранее
иностранных решений. Подчеркнём, что здесь и далее мы не будет рас-
сматривать облачные отечественные решения и сервисы для индустри-
ального интернета вещей и для работы с большими данными.

Лидером рынка отечественных СУБД является компания Postgres
Professional (ООО «ППГ»), которая использует проект с открытым ис-
ходным кодом PostgreSQL в качестве основы для своей СУБД Postgres
Pro (https://postgrespro.ru/). На рынке разработчиков СУБД России
представлена более 10 лет, и на сегодняшний день по разным оценкам
доля компании составляет до четверти рынка.

Она обеспечивает надёжную быструю обработку данных под боль-
шой нагрузкой за счёт использования многоверсионности. Обеспечение
хорошей горизонтальной масштабируемости за счёт автоматического
распределения данных и запросов по кластеру с сохранением доступ-
ности и согласованности. Имеются различные инструменты управле-
ния жизненным циклом информации, снижающие затраты на хране-
ние данных и сохраняющие производительность БД, используя встро-
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енный механизм сжатия данных. Автоматизация переноса данных и ко-
да приложений БД с Oracle на Postgres Pro: сканирование структуры,
генерация SQL-скриптов для миграции. Графическая платформа обес-
печивает простое управление СУБД: отображает ключевые процессы,
позволяет создавать БД, управлять ими, выполнять настройку и кон-
фигурирование СУБД, проводить мониторинг работы СУБД.

СУБД совместима с более чем четырьмястами российскими решени-
ями, включая популярные аппаратные платформы и операционные си-
стемы и различное прикладное программное обеспечение (более подроб-
ную информацию по совместимости можно найти на сайте продукта).

Компания вообще уделяет значительное внимание развитию россий-
ской отрасли СУБД: выпускает книги, разрабатывает и свободно рас-
пространяет курсы для высшего и дополнительного профессионально-
го образования, проводит сертификацию специалистов по PostgreSQL,
переводит на русский язык и публикует техническую документацию
к новым версиям PostgreSQL. Также ежегодно организует крупней-
шую в России отраслевую техническую конференцию PGConf.Russia,
а с прошлого года — ещё ежегодную практическую конференцию
PGConf.Academy для сотрудников и преподавателей, осуществляющих
подготовку ИТ-специалистов.

Линтер (Linter) — полностью отечественная РСУБД, разработан-
ная АО НПП «Релэкс» (https://relex.ru/ru/dbms/). На рынке с 1990 го-
да, компания использует собственные запатентованные решения. СУБД
не основана на продуктах с открытым исходным кодом.

СУБД Линтер помогает сокращать расходы на владение программ-
ным обеспечением, предоставляет необходимые инструменты монито-
ринга за состоянием СУБД, обеспечивает достаточную лёгкость его ин-
теграции в существующие приложения и инструменты работы с БД,
что позволяет легко интегрировать Линтер в ИТ-проекты.

Данный продукт обеспечивает высокий уровень безопасности све-
дений, минимизируя возможность их утечки, полностью соответству-
ет российским стандартам в области информационной безопасности,
предоставляет возможности горячего резервирования БД и их после-
дующего восстановления.

Работает на различных операционных системах семейства Microsoft
Windows, AstraLinux, РОСА, РедОС, что обеспечивает гибкость при
развёртывании и эксплуатации системы.
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Отдельно можно упомянуть новый продукт компании «Релэкс»,
СУБД SoQoL — реляционную СУБД для систем с высокой нагрузкой,
являющуюся классической дисковой СУБД (https://soqol.ru/). Работа-
ет SoQoL в среде Linux (Ubuntu, Debian) и Microsoft Windows 10 и выше,
тестировалась в операционной системе Эльбрус, находится в процессе
подтверждения совместимости с российскими операционными система-
ми Альт Linux, AstraLinux, РОСА, РедОС. Из характеристик можно
обратить внимание на следующие: исполнение всех требований ACID,
реляционная модель данных, привычный SQL и программные интер-
фейсы. Продукт полностью контролируется российской компанией и
разрабатывается по требованиям сертифицирующих органов.

Ред База Данных — это РСУБД с открытым кодом, ядро которой
основано на Firebird (https://rdb.red-soft.ru/). Используется в решени-
ях различного масштаба, начиная от небольших фирм и до крупно-
го бизнеса. Распространяется в стандартной и промышленной редак-
ции. Стандартная редакция включает усиленные опции безопасности,
контроль целостности файлов. Промышленная редакция предназначе-
на для крупных компаний. Функционал в этой версии дополнен воз-
можностью кластеризации, дополнительными способами аутентифика-
ции и др. Работает на всех основных популярных операционных си-
стемах зарубежного и российского производства (РедОС, Альт Linux,
АstraLinux, РОСА).

Ред База Данных является прямым конкурентом Microsoft SQL
Server и достойной альтернативой зарубежным разработкам.

Объектно-реляционная СУБД Лира-Р (https://lira.нппкт.рф/) осно-
вана на открытой версии PostgreSQL и предназначена для разработки
защищённых информационных систем, обрабатывающих конфиденци-
альную информацию, имеет открытую расширяемую архитектуру. Она
обеспечивает работу с различными типами данных, включает поддерж-
ку нереляционных форматов типов данных, позволяет добавлять новые
типы данных, обеспечивает поддержку полнотекстового поиска, имеет
гибкую систему назначения прав доступа, а также несколько методов
аутентификации и авторизации пользователей. Также имеет средства
доступа к данным Microsoft SQL Server, MySQL (может конкурировать
с ними) и Oracle DB, расширения поддержки продуктов компании «1С».
Функционирует под управлением отечественных операционных систем
ОСнова, Стрелец, РедОС, Альт Linux, АstraLinux и основных зарубеж-
ных систем на базе Linux, UNIX, а также Microsoft Windows.
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Ядро СУБД Jatoba (https://jatoba.ru/) также построено на осно-
ве открытой версии PostgreSQL и может использоваться для управле-
ния реляционными БД организаций разного размера, вплоть до боль-
ших корпораций. Разработана компанией «Газинформсервис». Из ха-
рактеристик можно упомянуть о наличии инструмента, препятствую-
щего возможности чтения данных в случае кражи, механизма защиты
исходного кода от реверс-инжиниринга, SQL Firewall для выявление
нетипичных SQL-запросов. Предоставляются возможности для упро-
щения миграции с Oracle DB и Microsoft SQL Server, достаточно про-
стой графический интерфейс для работы с СУБД. Поддерживается ра-
бота с программной платформой «1С: Предприятие». Функционирует
под управлением отечественных операционных систем ОСнова, РедОС,
Альт Linux, АstraLinux, РОСА и зарубежных систем Linux (Ubuntu,
Debian, Oracle) и Microsoft Windows.

Также можно упомянуть другие продукты из реестра отечествен-
ного программного обеспечения, которые можно рассматривать в ка-
честве потенциальных вариантов для перехода с иностранных СУБД.
Среди них:

• объектно-реляционная СУБД Квант-Гибрид (https://granit-
concern.ru/products/), обеспечивающая высокую производитель-
ность и встроенное шифрование по ГОСТу;

• ProximaDB (https://www.orionsoft.ru), реализована на базе
PostgreSQL, появилась в 2019 году. Предлагает высокую скорость
развёртывания. Хотя дальнейшие перспективы развития данного
продукта пока не очень понятны;

• Arenadata Postgres, ADPG (https://arenadata.tech/products/arena-
data-postgres/), СУБД для работы с короткими транзакциями
OLTP с несложными аналитическими OLAP-запросами. Предла-
гает аналитические витрины с небольшими объёмами информа-
ции, отказоустойчивость, инкрементальное резервное копирова-
ние и восстановление, управление пулом соединений и вендор-
ский консалтинг, работу под управлением российских операци-
онных систем РедОС, Альт Linux, АstraLinux, а также Ubuntu,
CentOS и др.

Рынок СУБД является крупнейшим сегментом рынка инфраструк-
турного программного обеспечения в России. На нём есть один «глав-
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ный продукт» (Postgres Pro) и множество более мелких конкурентов.
При этом объём рынка, высвободившийся с уходом Oracle и других
крупных иностранных игроков, позволяет развиться нескольким круп-
ным отечественным игрокам.

Можно выделить несколько факторов, способствующих дальнейше-
му развитию отечественных СУБД и улучшению положения их разра-
ботчиков. Во-первых, фактор роста запроса на импортозамещение зару-
бежных программных продуктов, сопровождаемый усилением требова-
ний государственных регуляторов к кибербезопасности и наличием раз-
нообразных видов поддержки разработчиков со стороны государства.
То есть явно прослеживается ключевая роль государства в развитии
ИТ-рынка. Так, 3 июля 2025 года председатель Правительства Россий-
ской Федерации Михаил Мишустин дал поручение, обязывающее опе-
раторов персональных данных в России использовать исключительно
отечественное программное обеспечение, включая СУБД. Во-вторых,
достаточно быстрый рост качества, функциональности и пригодности
продуктов, обусловленный накоплением опыта реализации большого
числа проектов и соответствующего роста профессионального уровня
команд разработки, внедрения и поддержки. Хотя развитие отечествен-
ных СУБД основывалось на программном обеспечении с открытым ис-
ходным кодом, главным образом на PostgreSQL, сейчас существующие
отечественные решения по многим параметрам становятся в один ряд
с мировыми, а по адаптации к российским реалиям часто обгоняют их.
Это даёт возможность продолжать процесс импортозамещения и фор-
мирования технологического суверенитета.

Российские разработки в области СУБД могут использоваться как
внутри страны, так и на международных рынках, что способствует
дальнейшему росту и развитию этой отрасли.

6. Заключение
В результате проведенного анализа развития систем управления ба-

зами данных была представлена история эволюции моделей данных,
выявлены основные аспекты текущего состояния СУБД, включая ис-
следование развития отечественного рынка, а также рассмотрены трен-
ды и перспективы дальнейшего развития технологий работы с БД.

Современный рынок СУБД характеризуется сочетанием традици-
онных реляционных решений и сравнительно новых моделей данных
(NoSQL, NewSQL, мультимодельные платформы). Практически не про-
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исходит полного замещения одних моделей другими — модели не «отми-
рают», а гармонично трансформируются вместе с обновлением аппарат-
ных решений и появлением новых программных технологий. Облачные
технологии, сервисы DBaaS и интеграция с искусственным интеллектом
играют всё возрастающую роль, обеспечивая повышенную гибкость,
масштабируемость и автоматизацию рутинных операций. При этом без-
опасность и защита конфиденциальных данных остаются приоритетны-
ми задачами из-за роста количества разнообразных кибератак.

В перспективе ожидается дальнейшее развитие мультимодельных и
полиморфных СУБД, более глубокая интеграция систем с интернетом
вещей и квантовыми вычислениями, а также усиление позиций отече-
ственных разработок. Данные тенденции в совокупности формируют
динамичную картину рынка, где выбор конкретного решения определя-
ется балансом между производительностью, масштабируемостью и тре-
бованиями к безопасности.
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8. Lieponienė J. Recent Trends in Database Technology // Baltic
Journal of Modern Computing. 2020. Vol. 8. No 4. Pp. 551–559. DOI:
10.22364/bjmc.2020.8.4.06.

9. Akinola S. Trends in Open Source RDBMS: Performance,
Scalability and Security Insights // Journal of Research in
Science and Engineering. 2024. Vol. 6. No 7. Pp. 22–28. DOI:
10.53469/jrse.2024.06(07).05.

10. Гольчевский Ю. В., Ермоленко А. В. Актуальность использо-
вания микросервисов при разработке информационных систем //
Вестник Сыктывкарского университета. Сер. 1: Математика.
Механика. Информатика. 2020. Т. 35. № 2. C. 25–36. EDN: MYITJK.

11. Селезнёв А. И. Технологии виртуализации в системах обработки
данных : автореф. дис. ... магистра тех. наук: 1-45 80 01. Минск:
Белорусский государственный университет информатики и радио-
электроники, 2024. 10 с.

12. Shaw B., Halder B., Sen S., Basak S., Bhattacharya S. AI DBMS
in modern-day applications // American Journal of Advanced Compu-
ting. 2023. Vol. 2. No 1. URL: https://ajac.smartsociety.org/wp-con-
tent/uploads/2023/10/vol-2-iss-1.1.pdf (дата обращения: 12.05.2025).



Анализ развития систем управления базами данных 55

13. Khan M., Bibi S., Toor M., Rashid M. Role Of Artificial
Intelligence in Big Database Management // The Asian Bulletin
of Big Data Management. 2024. Vol. 4. No 2. Pp. 186–194. DOI:
10.62019/abbdm.v4i02.164.

14. Шестакова М. А. Разработка и заполнение базы данных «Мио-
споры позднего палеозоя» с использованием технологий искус-
ственного интеллекта // Вестник Сыктывкарского университета.
Сер. 1: Математика. Механика. Информатика. 2025. Т. 54. № 1.
C. 52–68. EDN: ILYNQM.

15. Когаловский М. Р. Энциклопедия технологий баз данных. М.:
Финансы и статистика, 2002. 800 c. EDN: UWBSTT.

16. Гурьянов В. И., Гурьянова Э. А. Анализ тенденций рынка
СУБД в России // Казанский экономический вестник. 2023. № 3.
C. 88–92. EDN: SIJERJ.

17. Травкина Е. А. Развитие отечественного рынка инфраструк-
турного программного обеспечения в условиях внешнеэкономи-
ческих ограничений // Вектор экономики. 2024. № 10. URL:
https://vectoreconomy.ru/images/publications/2024/10/marketing-
andmanagement/Travkina2.pdf (дата обращения: 12.05.2025). EDN:
BGDQQK.

References

1. Patel S., Choudhary J., Patil G. Revolution of Database
Management System: A literature Survey. International Journal of
Engineering Trends and Technology. 2023. Vol. 71. No 7. Pp. 189–200.
DOI: 10.14445/22315381/IJETT-V71I7P218.

2. Golchevskiy Yu. V. Changes in approaches to data processing —
data lakes. Tridtsat’ vtoraya godichnaya sessiya Uchonogo soveta
Syktyvkarskogo gosudarstvennogo universiteta imeni Pitirima
Sorokina [Elektronnyy resurs]: Fevral’skiye chteniya: Natsional’naya
konferentsiya : sbornik statey: Chast’ 1 / otv. red. N. N. Novikova
[Thirty-second annual session of the Academic Council of Pitirim
Sorokin Syktyvkar State University [Electronic resource] : February
Readings: National Conference : Collection of Articles: Part 1].



56 Гольчевский Ю. В., Захаров И. Д.

Ed. by N. N. Novikova. Syktyvkar: Pitirim Sorokin Syktyvkar State
University. 2025. Pp. 460–466. EDN: AFDELG. (In Russ.)

3. Berg K. L., Seymour T., Goel R. History Of Databases.
International Journal of Management & Information Systems. 2012.
Vol. 17. No 1. Pp. 29–36. DOI: 10.19030/ijmis.v17i1.7587.

4. Lyubchenko D. P. History of the emergence of databases. Vestnik
nauki [Bulletin of Science]. 2019. Vol. 3. No 10 (19). Pp. 87–90. EDN:
GOERUF. (In Russ.)

5. Vereshchagin A. A., Totmyanin N. R. Advantages and
disadvantages of non-relational databases. Nauchnyy aspekt [Scientific
aspect]. 2024. No 3. Pp. 3571–3575. EDN: BXDFAO. (In Russ.)

6. Sarasa-Cabezuelo A. New Trends in Databases to NonSQL
Databases. Encyclopedia of Information Science and Technology. Fifth
Edition. Ed. by Mehdi Khosrow-Pour D.B.A. Hershey: IGI Global
Scientific Publishing, 2021. Pp. 791–799. DOI: 10.4018/978-1-7998-
3479-3.ch054.

7. Feuerlicht G. Database Trends and Directions: Current Challenges
and Opportunities. Proceedings of the Dateso 2010 Annual
International Workshop on DAtabases, TExts, Specifications and
Objects. Stedronin-Plazy, Czech Republic, April 21–23, 2010.
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Аннотация. В статье рассматривается проблема усиления
фундаментальной составляющей в математическом образовании
студентов профильных направлений (математиков и будущих
учителей математики) в условиях цифровой трансформации.
Обосновывается тезис о том, что ответом на вызовы, связанные
с распространением систем компьютерной алгебры и искусствен-
ного интеллекта, является не отказ от глубины освоения клас-
сических дисциплин, а стратегическая переориентация образо-
вательного процесса. Обоснована мотивирующая и структурная
роль фундаментализации математического образования при фор-
мировании содержательных связей между материалом «школь-
ной» и высшей математики. Акцент смещается с отработки вы-
числительных алгоритмов на формирование способности к кри-
тическому анализу, структурному мышлению и рефлексивному
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выбору математических методов. Перечисляются ключевые дис-
циплины, составляющие концептуальное ядро фундаментализа-
ции. Предлагаются направления для дальнейших методических
исследований исходя из сформулированной концепции.

Ключевые слова: фундаментальное математическое образо-
вание, цифровая трансформация, искусственный интеллект, ма-
тематические структуры, методика преподавания математики,
профессиональная подготовка
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Abstract. The article examines the problem of strengthening the
fundamental component in the mathematical education of students in
specialized areas (mathematicians and mathematics teachers) in the
context of digital transformation. The thesis is substantiated that
the response to the challenges associated with the proliferation of
computer algebra systems and artificial intelligence is not a rejection
of the deep study of classical disciplines, but a strategic reorientation
of the educational process. The motivating and structural role
of the fundamentalization of mathematical education in forming
meaningful connections between the content of "school"mathematics
and higher mathematics is justified. The emphasis shifts from
practicing computational algorithms to developing the ability
for critical analysis, structural thinking, and reflective choice of
mathematical methods. The key disciplines that constitute the
conceptual core of fundamentalization are identified. Directions for
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further methodological research are proposed based on the formulated
concept.
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1. Введение
Современная парадигма высшего образования под прессом требо-

ваний рыночной эффективности демонстрирует значительную тенден-
цию к прагматизации и узкой специализации. Наблюдается выражен-
ный перекос содержания образовательных программ в сторону разви-
тия узкопрофильных или, наоборот, надпрофильных, «междисципли-
нарных» компетенций в ущерб фундаментальным профессиональным
компетенциям, вследствие чего по сути утрачивается системность и глу-
бина подготовки. Сформулированная проблема остро стоит и в области
обучения математике, где разрыв между фундаментальным знанием и
прикладными технологиями становится все более очевидным. Катали-
затором тенденции выступает лавинообразное развитие систем искус-
ственного интеллекта, способных к выполнению сложных символьных
преобразований и генерации решений. В связи с этим актуализирует-
ся поиск новой образовательной стратегии, суть которой видится не в
отрицании технологического прогресса, а в целенаправленной фунда-
ментализации — построении образовательного процесса вокруг целост-
ного и рефлексивного усвоения абстрактных математических структур,
идей и методов, конституирующих каркас современного математическо-
го знания.

Известный постулат Л. Д. Кудрявцева «при обучении [математике]
надо отобрать основные, принципиальные вопросы (и это должно быть
хорошо отражено в программах), которым и следует обучать в первую
очередь, на которых и следует сосредоточивать основное внимание» [1],
высказанный полвека назад, в современных условиях не только не по-
терял своей актуальности, но и приобрел особенную значимость.
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Неслучайно поэтому, что федеральные государственные образова-
тельные стандарты в области высшего образования требуют воспиты-
вать в обучающихся «способность применять фундаментальные знания,
полученные в области математических, естественных наук» [2], равно
как и в Концепции развития математического образования в Россий-
ской Федерации ставится задача обеспечения «преемственности и фун-
даментальности математического образования» [3].

При этом важно различать содержательную сторону фундамента-
лизации в обучении математике студентов собственно математических
и профильных педагогических направлений подготовки — и тех, для
кого математика является в первую очередь инструментом описания
моделей в собственной профессиональной сфере.

Действительно, несмотря на то, что объектами изучения в матема-
тике являются не реальные явления, а абстрактные логические объ-
екты, у которых описан ряд отношений между элементами (матема-
тические структуры), однако цели изучения математических структур
в «чистой» и «прикладной» математике различны: «в первом случае нас
интересуют свойства структур сами по себе, во втором — те выводы, ко-
торые можно сделать из их изучения о тех реальных объектах, которые
они моделируют» [1]. В этом смысле фундаментальная подготовка ле-
жит в основе освоения компетенций технической и естественно-научной
направленности: математическое моделирование как безальтернатив-
ный метод и средство описания реальных явлений дает возможность
не только описывать, но и изучать сами явления, предсказывать их
дальнейшее развитие, математические структуры и модели становятся
универсальным языком физики, химии, биологии и других естествен-
ных наук, метод аналогии позволяет формировать прогнозирование
реальной ситуации на основе имеющегося развитого инструменталь-
ного аппарата с точки зрения используемых математических струк-
тур. В условиях лавинообразного роста массива естественно-научных
и IT-знаний (специалисты насчитывают уже более десяти тысяч само-
стоятельных отраслей наук) возникает проблема формирования у обу-
чающихся универсальных трансдисциплинарных умений и системного
мышления на основе математических структур, идей, методов и поня-
тий [4; 5].

Однако, несмотря на то, что фундаментальность как таковая являет-
ся естественным и неотъемлемым свойством математического знания,
императив фундаментализации образования остается преобладающим
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в том числе и для подготовки будущих математиков и учителей мате-
матики, чья профессиональная деятельность связана с продуцировани-
ем нового знания и ответственностью за формирование математической
культуры у последующих поколений. По определению В. А. Садовни-
чего, «эталонным образованием может быть только фундаментальное
научное образование, главная цель которого — распространение науч-
ного знания как неотъемлемой составляющей мировой культуры» [6].

Таким образом, в случае обучения математике студентов «профиль-
ных» направлений подготовки проблематика меняет акценты: задача
освоения базисных разделов, понятий, методов, моделей не ставится
под сомнение. Возникает задача актуализации методики преподавания
тех или иных методов, понятий, разделов в новой реальности.

2. Материалы и методы
Современный контекст образования, формирующийся на наших гла-

зах, характеризуется в первую очередь всепроникающей цифровой
трансформацией. С этой точки зрения проблема фундаментализации
обучения математике студентов профильных программ приобретает не
академический, а сугубо практический, стратегический характер. Она
становится ключевым условием сохранения профессиональной субъект-
ности математика и педагога в мире, где вычислительные и даже эври-
стические функции стремительно делегируются алгоритмам. Обоснова-
ние сформулированного тезиса подразумевает три ключевых аспекта.

Во-первых, фундаментальные знания выступают как основа
для критического диалога с технологиями, а не подчинения им. Глу-
бокое понимание структуры, а не просто умение применять технику,
становится основой как для верификации результатов, сгенерирован-
ных системами искусственного интеллекта и специализированным ПО,
так и для проектирования новых, более совершенных алгоритмов. Для
педагога это понимание является одним из инструментов для форми-
рования у школьников своеобразного иммунитета, невосприимчивости
к математическому «белому шуму». Педагог не может исключить ис-
пользование систем ИИ, но должен уметь обучить способности отличать
корректное решение, предложенное чат-ботом, от логической ошибки,
скрытой за формальной убедительностью. В эпоху, когда нейросеть мо-
жет производить математические тексты и доказательства, подлинным
критерием профессионализма становится не умение воспроизводить из-
вестное, а способность к метакогнитивной оценке любого результата.
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Во-вторых, фундаментализация обеспечивает формирование «язы-
ка для описания будущего». Цифровая среда генерирует принципиаль-
но новые объекты и проблемы — от квантовых вычислений до сложных
сетевых структур. Их осмысление и формализация требуют не готовых
рецептов, а владения универсальным абстрактным аппаратом: языком
теории категорий, топологии, дискретных структур. В-третьих, фун-
даментальное образование становится основой профессиональной мо-
бильности и устойчивости к технологическому устареванию. Конкрет-
ные программные пакеты, языки программирования и даже парадигмы
ИИ подвержены быстрым изменениям. Однако базовые, структурообра-
зующие идеи и принципы сохраняют самоценность, становясь основой
для развития математического знания вне зависимости от применяемых
технологий.

Рассмотрим проблему фундаментализации «профильного» матема-
тического образования в контексте вызовов цифровой трансформации.

2.1. Фундаментальные основы математики как мост между
школой и вузом: от интуиции к системе

Фундаментальные математические теории служат своеобразным мо-
стом, соединяющим интуитивные, подчас разрозненные представления,
усвоенные в школе, с целостным и строгим языком современной матема-
тики. Для студентов-математиков и будущих педагогов это имеет особое
значение, определяя как их собственное профессиональное становление,
так и их будущую (в том числе преподавательскую) деятельность.

На этапе обучения в вузе происходит принципиальный переход
от работы с конкретными объектами — числами, фигурами — к изуче-
нию абстрактных структур и их свойств. Этот интеллектуальный про-
рыв хорошо виден на примере ключевых математических идей. Так,
в школе ученик «знает», что 1/2 и 2/4 — это одно и то же число. Одна-
ко введенное в университетском курсе понятие класса эквивалентности
придает этой интуиции строгую математическую форму: рациональное
число предстает не как отдельная дробь, а как целый класс эквива-
лентных дробей. Эта, казалось бы, отвлеченная конструкция находит
неожиданное продолжение в теории классов вычетов, образующих ко-
нечные поля, которые, в свою очередь, лежат в основе современных
криптографических систем. Так теоретико-множественная абстракция,
вырастая из школьной арифметики, становится фундаментом понима-
ния передовых технологий.
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Пример с бинарными отношениями в целом достаточно показателен.
Решение любого уравнения можно интерпретировать как поиск элемен-
та, эквивалентного нулю в рамках определенного отношения, что не
только приводит к алгебраическому понятию ядра, но и объединяет
под одним углом зрения задачи из разных разделов математики. Осо-
знание понятия функции как особого вида бинарных отношений поз-
воляет систематизировать набор свойств и представлений о различных
(в «школьной» трактовке) понятиях и теориях.

2.2. Ответ на технологический вызов: от вычисления к по-
ниманию. В доцифровую эпоху отработка вычислительных навыков
являлась не просто методическим приемом, а объективной необходи-
мостью, обусловленной самим характером профессиональной деятель-
ности. От вычислительной компетентности инженера, экономиста или
исследователя напрямую зависели скорость и точность решения прак-
тических задач. В таких условиях автоматизм в выполнении матема-
тических операций был не просто желательным умением, а профессио-
нальным императивом, определяющим саму возможность эффективной
работы в любой технической или научной сфере. Принцип «повторе-
ние — мать учения», реализуемый через многократное решение типовых
примеров и задач, с одной стороны, формировал устойчивые алгорит-
мические навыки, минимизируя вероятность ошибок в реальных расче-
тах, с другой — позволял студенту на собственном опыте выработать
интуитивное понимание математических закономерностей.

Несмотря на стремительную цифровую трансформацию, отработ-
ка вычислительных навыков сохраняет свою значимость в математиче-
ском образовании. Такие фундаментальные умения, как техника диф-
ференцирования, интегрирования или алгебраических преобразований,
выступают необходимым когнитивным тренажером. Они по-прежнему
формируют математическую интуицию, без которой невозможно глу-
бокое понимание сути математических операций. Такой опыт создает
прочную нейронную связь между абстрактной теорией и ее практиче-
ским воплощением, что остается недостижимым при простом наблюде-
нии за работой вычислительной программы.

Однако в новых условиях основной акцент образовательной пара-
дигмы все дальше отклоняется от концепции исключительности вы-
числительной составляющей: ценность современного специалиста опре-
деляется не столько умением выполнять расчеты, сколько способно-
стью критически оценивать полученные результаты, выбирать адек-
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ватные математические методы и интерпретировать данные в кон-
тексте конкретной задачи. Таким образом, вычислительные навыки
не исчезают из образовательного процесса, но становятся не самоце-
лью, а средством для достижения главного: формирования структур-
ного мышления и способности к математической рефлексии. Широкое
распространение систем компьютерной алгебры (Maple, Mathematica,
SageMath), мощных онлайн-калькуляторов (Wolfram|Alpha, Symbolab)
и чат-ботов с элементами ИИ (ChatGPT, Gemini) кардинально меняет
ландшафт применения математики. Сегодня инженер, экономист или
исследователь за несколько секунд может получить аналитическое ре-
шение нетривиальной задачи или визуализацию многомерного графика.
В этой ситуации традиционная цель «научить вычислять» становится
нерелевантной. Ответом на вызов оказывается переориентация образо-
вательного процесса на формирование двух ключевых метакомпетен-
ций: способности критически оценивать результат, полученный с помо-
щью автоматизированных инструментов, и умения осознанно выбирать
адекватный математический аппарат для решения конкретных профес-
сиональных задач. Особую актуальность эта проблема приобретает в
контексте работы с генеративным ИИ. Когда, например, студент ис-
пользует языковую модель для создания программного кода, именно
фундаментальные знания дискретной математики и логики позволяют
провести содержательную верификацию. Речь идет уже не о проверке
синтаксиса, а об оценке логической корректности алгоритма, его соот-
ветствия поставленной задаче и анализа вычислительной сложности —
задачах, которые невозможно решить без прочной теоретической базы.

При этом важно подчеркнуть, что формирование инструментальных
умений — техники дифференцирования, интегрирования, алгебраиче-
ских преобразований — не теряет своей ценности, но его цель фундамен-
тально меняется. Эти навыки важны не сами по себе, а как когнитив-
ный тренажер, как необходимое условие для развития математической
интуиции и глубинного понимания. Именно этот фундамент позволяет
специалисту осуществлять ту самую критическую оценку, без которой
эффективное использование современных технологий становится невоз-
можным.

2.3. Контуры дисциплинарного и методического ядра фун-
даментализации математического образования. Целостность си-
стемы фундаментального математического образования требует кон-
центрации вокруг нескольких стержневых дисциплин, образующих его
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концептуальное ядро. Этот перечень предметов очевиден, однако в рам-
ках каждого из них учет возможностей новых цифровых технологий
подразумевает методическую и методологическую трансформацию, ко-
торая, в свою очередь, должна быть строго обоснована и определена из
соображений необходимости.

Отправной точкой целостного понимания высшей математики вы-
ступают теория множеств и математическая логика, задающие универ-
сальный язык и строгие стандарты рассуждений. Ключевая задача их
изучения — не просто проанализировать свойства операций над множе-
ствами или базовые законы математической логики, но показать, как
они образуют методологический фундамент для остальных разделов
математики.

Центральное место в этом ядре занимает алгебра с ее акцентом на
базовые структуры — группы, кольца, поля, векторные пространства,
то есть на «грамматику» математического мышления [7]. Математиче-
ский анализ, освобожденный от чрезмерной вычислительной нагрузки,
раскрывается как глубокая и стройная теория, дающая язык для опи-
сания изменений и динамики. Акцент здесь смещается с техники вы-
числения производных и интегралов на понимание смысла ключевых
теорем и их методологической значимости, в том числе для исследова-
ний в области естествознания и техники.

Алгебра и математический анализ как основы для дальнейшего рас-
крытия идеи соответственно дискретного и непрерывного анализа пред-
ставляют собой базис для развития этих концепций в дисциплинах бо-
лее прикладного характера: дискретной математике, включающей тео-
рию графов и комбинаторику, теории дифференциальных уравнений,
в том числе в частных производных. Особую роль в этом ряду игра-
ют геометрия и топология, ответственные за развитие у обучающихся
пространственного и структурного мышления.

При этом, повторимся, фундаментализация содержания математи-
ческих дисциплин не может и не должна происходить формально,
за счет акцента на освоение сугубо общетеоретических положений.
Под ней необходимо понимать «универсализацию знаний и умений,
которая обусловливает выделение структурных единиц научного зна-
ния, имеющих наиболее высокий уровень обобщения изучаемых явле-
ний» [8]. Важнейшей задачей при формировании математических ком-
петенций у обучающихся становится применение в учебном процессе
цифровых инструментов, адекватных современным возможностям —
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в том числе применение в методическом плане. Специалисты (напри-
мер, [9]) уже сейчас выделяют, в частности, следующие аспекты: «В ре-
зультате появления генеративного ИИ учителям придется делать три
вещи: в первую очередь им придется ожидать большего от студентов,
[во-вторых, необходимо] активнее внедрять ИИ в учебные задания. ИИ
становится партнером ученика по команде. . . Третье — [. . . ] при на-
личии таких инструментов, как ChatGPT, можно проводить поистине
удивительные тренинги». Использование современных цифровых тех-
нологий как части образовательного процесса, а не борьба с ними во
имя сохранения традиций ради традиций — один из важнейших ин-
струментов обеспечения процесса фундаментализации математического
образования.

3. Результаты
Фундаментализация профильного математического образования

представляет собой не консервативный ретро-поворот, а стратегиче-
ски необходимый ответ на вызовы цифровой трансформации. Для
студентов-математиков она является залогом креативного потенциала и
способности к генерации нового знания. Для будущих педагогов — ме-
тодологической основой, позволяющей преподносить математическую
культуру последующим поколениям не в форме застывшего свода пра-
вил и инструментов, с легкостью заменяемого прикладным ПО и ИИ,
а как живую среду развивающейся науки. Укрепление теоретического
ядра, рефлексивное переосмысление роли инструментальных навыков и
интеграция цифровых технологий в качестве объекта для критического
анализа, а не их суррогата — вот три взаимосвязанных вектора, в зна-
чительной степени определяющих траекторию развития современного
математического образования. Реализация этого подхода соответствует
не только букве образовательных стандартов, но и стратегическим на-
циональным интересам в подготовке кадров, обладающих способностью
к системному мышлению, глубокой адаптивности и интеллектуальному
лидерству.

4. Обсуждение
Проведенный анализ позволяет очертить несколько перспективных

направлений для дальнейших исследований в избранном направлении.
Первоочередной задачей видится детальная разработка методических
моделей, обеспечивающих синергию между глубоким освоением тео-
ретического ядра математики и формированием навыков критической
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работы с цифровыми инструментами. Это предполагает, в частности,
создание новых типов учебных заданий, где использование систем ком-
пьютерной алгебры или генеративного ИИ становится не способом по-
лучения ответа, а объектом для содержательного анализа и верифика-
ции. Во-вторых, актуальным является исследование трансформации со-
держания конкретных фундаментальных дисциплин (таких, как теория
множеств, алгебра, математический анализ) в контексте новых образо-
вательных задач, что требует пересмотра не только дидактических ак-
центов, но и способов демонстрации межпредметных связей. В-третьих,
отдельного изучения требует проблема подготовки и переподготовки
преподавательского состава, который должен не только владеть новыми
технологиями, но и обладать глубокой философско-методологической
рефлексией относительно места и роли фундаментального знания в
цифровую эпоху. Развитие этих направлений позволит операционализи-
ровать принцип фундаментализации, превратив его из декларируемого
императива в работающую педагогическую практику.
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ АЛГОРИТМОВ

РОЕВОГО ИНТЕЛЛЕКТА: GWO И ChOA
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Аннотация. Метаэвристические алгоритмы роевого интел-
лекта находят широкое применение в практических задачах: от
определения оптимального положения группы захвата полиции
до сегментации изображений и определения оптимальных пара-
метров обучения нейросетей. В статье рассматриваются и срав-
ниваются два алгоритма непрерывной оптимизации, моделирую-
щие процесс коллективной охоты животных: алгоритм оптими-
зации серых волков и алгоритм оптимизации шимпанзе. Также
обсуждаются методические вопросы обучения студентов метаэв-
ристическим алгоритмам.

Ключевые слова: роевой интеллект, алгоритм оптимизации
серых волков, алгоритм оптимизации шимпанзе, GWO, ChOA,
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Abstract. Metaheuristic swarm intelligence algorithms are widely
used in solving problems, ranging from determining the optimal
position of a police raiding party to image segmentation and
determining optimal training parameters for neural networks.
This article examines and compares two continuous optimization
algorithms modeling the collective hunting process of animals: the
grey wolf optimization algorithm and the chimpanzee optimization
algorithm. It also discusses methodological aspects of teaching
metaheuristic algorithms to students.
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1. Введение
Спектр метаэвристических алгоритмов оптимизации разнообразен

и активно расширяется: за последние три десятилетия было предложено
более 500 новых алгоритмов [1]. Метаэвристики можно разделить на три
основных класса: эволюционные алгоритмы; алгоритмы, основанные на
физических законах; алгоритмы роевого интеллекта [2]. Среди алгорит-
мов, вдохновленных концепциями эволюции в природе, самым популяр-
ным является генетический алгоритм (Genetic Algorithm, GA), который
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имитирует дарвиновские концепции эволюции [3]. Среди мета-эвристик,
реализующих поиск оптимального решения в соответствии с принци-
пами природных физических процессов, наиболее известным являет-
ся алгоритм имитации отжига (Simulated Annealing, SA) [4]. К наибо-
лее распространенным алгоритмам роевого интеллекта, имитирующим
групповое поведение живых организмов, относятся алгоритм муравьи-
ной колонии (Ant Colony Optimization, ACO) [5] и алгоритм роя частиц
(Particle Swarm Optimization, PSO) [6].

По типу имитируемых поведенческих стратегий среди алгоритмов
роевого интеллекта можно выделить шесть групп, в которых модели-
руются [7]:

1) поведение особей в процессе поиска пищи;

2) процессы размножения или спаривания;

3) социальное взаимодействие в рамках определенной цели;

4) навигация роя, группы, стаи, стада;

5) поведение в процессе охоты;

6) процессы выживания.

Метаэвристические алгоритмы оптимизации применяются в различ-
ных практических задачах: сегментации и кластеризации изображе-
ний [8], оптимизации инвестиционного портфеля [9], выбора рабочих ча-
стот радиотехнических средств [10], определения оптимального разме-
щения группы задержания полиции [11], структурно-параметрической
оптимизации в строительном проектировании [12], определения опти-
мальной начальной скорости обучения нейросети [13] и многих других.

В статье рассматриваются два алгоритма роевого интеллекта, ос-
нованные на имитации поведения особей в процессе охоты, — алгоритм
оптимизации серых волков и алгоритм оптимизации шимпанзе, а также
обсуждаются методические вопросы, связанные с обучением студентов
метаэвристическим алгоритмам роевого интеллекта.

2. Материалы и методы
Метаэвристические алгоритмы могут изучаться в вузах как в рам-

ках самостоятельных дисциплин, так и в качестве отдельных тем в со-
ставе комплексных дисциплин. В Сыктывкарском университете мета-
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эвристические алгоритмы входят в программу дисциплины «Матема-
тические методы в экономике» (направления «Прикладная информа-
тика», бакалавриат; «Математика и компьютерные науки», магистра-
тура). Также метаэвристические алгоритмы используются студентами
в самостоятельной научно-исследовательской работе, при выполнении
курсовых и дипломных проектов.

Для рассмотрения алгоритмов непрерывной оптимизации были вы-
браны два алгоритма: алгоритм оптимизации серых волков и алгоритм
оптимизации шимпанзе. Алгоритм оптимизации серых волков сравни-
тельно прост в реализации, иерархическая система организации стаи
интуитивно понятна. Это позволяет использовать алгоритм как базо-
вый для обучения студентов. Алгоритм оптимизации шимпанзе гораз-
до сложнее для понимания и реализации. Этот алгоритм был предло-
жен в 2020 году, и по нему нет научных статей на русском языке, тем
интереснее авторам было его изучать. Также на выбор алгоритма оп-
тимизации шимпанзе повлияло то, что для большого набора тестовых
целевых функций алгоритм шимпанзе продемонстрировал один из луч-
ших результатов по данным сравнительного анализа эффективности 21
алгоритма роевого интеллекта, представленного K. Warnakulasooriya,
A. Segev в 2024 году [7].

3. Результаты
3.1. Метаэвристический алгоритм оптимизации серых вол-

ков (Grey Wolf Optimizer, GWO) — алгоритм глобальной непрерыв-
ной оптимизации — был предложен S. Mirjalili, S. M. Mirjalili, A. Lewis
в 2014 году [2] и был одним из первых алгоритмов, моделирующих по-
ведение особей в процессе охоты. Алгоритм основан на имитации соци-
альной иерархии волчьей стаи и процесса групповой охоты — поиска,
окружения и нападения на добычу. В стае волков выделяются три лиде-
ра — альфа, бета, гамма, все остальные волки (омеги) в процессе охоты
следуют за лидерами.

Пусть задана целевая функция f(
−→
X ) = f(x1, x2, . . . , xn) на множе-

стве D ⊂ Rn. Для математического моделирования окружения волками
добычи (оптимального решения) предложены следующие уравнения:

−→
D = |

−→
C ·

−→
Xp(t)−

−→
X (t)|, (1.1)

−→
X (t+ 1) =

−→
Xp(t)−

−→
A ·

−→
D, (1.2)
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−→
A = 2

−→
f · −→r1 −

−→
f , (1.3)

−→
C = 2−→r2 , (1.4)

где
−→
A,

−→
C — векторы коэффициентов,

−→
Xp — вектор, определяющий по-

зицию добычи;
−→
X — вектор, определяющий позицию волка на текущей

итерации t; −→r1 , −→r2 — случайные векторы с координатами на интерва-
ле [0, 1]; координаты вектора

−→
f линейно убывают от 2 до 0.

В формулах (1.1)–(1.4) и далее указан знак произведения между
векторами так, как в оригинальной статье, но по контексту понятно, что
имеется в виду поэлементное произведение векторов по Адамару (⊗).

Интерпретация параметров итерационного процесса охоты для слу-
чая двух переменных представлена на рис. 1. Компоненты вектора

−→
f

на каждой итерации определяются по формуле 2− 2 t/T , где t — номер
итерации, T — максимальное число итераций. То есть компоненты убы-
вают линейно от 2 до 0. Соответственно координаты вектора

−→
A изме-

няются случайным образом на каждой итерации от −fj до fj (j = 1, n).
Вектор

−→
A влияет на величину смещения волка из текущей позиции.

Если |
−→
A | < 1, новая позиция волка будет расположена между ним и до-

бычей, если |
−→
A | > 1 — дальше от добычи (в случае нулевого вектора

−→
A

волк переместился бы непосредственно на позицию добычи).

Рис. 1. Математическая модель процесса охоты

Координаты случайного вектора
−→
C также вычисляются на каждой

итерации и изменяются от 0 до 2. Вектор
−→
C задает радиус влияния

добычи на определение смещения
−→
D волка из текущей позиции: чем

больше по абсолютной величине компоненты вектора, тем больше вли-
яет положение добычи на новое положение волка.
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Начальная популяция волков {
−→
X1,

−→
X2, . . . ,

−→
XN} генерируется слу-

чайным образом. Для каждого волка вычисляется значение целевой
функции, определяются альфа, бета, гамма, соответствующие трем луч-
шим значениям целевой функции.

В абстрактном пространстве поиска местоположение добычи неиз-
вестно, поэтому на каждом шаге итеративного процесса охоты пози-
ции всех волков (включая лидеров) обновляются согласно математиче-
ской модели (1.1–1.4) в соответствии с позициями альфы, беты, гаммы
по формулам:

−→
Dα = |

−→
C1 ·

−→
Xα −

−→
X |,

−→
Dβ = |

−→
C2 ·

−→
Xβ −

−→
X |,

−→
Dγ = |

−→
C3 ·

−→
Xγ −

−→
X |, (1.5)

−→
X1 =

−→
Xα −

−→
A1 ·

−→
Dα,

−→
X2 =

−→
Xβ −

−→
A2 ·

−→
Dβ,

−→
X3 =

−→
Xγ −

−→
A3 ·

−→
Dγ, (1.6)

−→
X (t+ 1) =

−→
X1 +

−→
X2 +

−→
X3

3
, (1.7)

где параметры
−→
Ai,

−→
Ci вычисляются в соответствии с формулами (1.3–

1.4) для i = 1, 3;
−→
Xα,

−→
Xβ,

−→
Xγ — векторы, определяющие позиции лиде-

ров;
−→
X — вектор, определяющий текущую позицию волка (итерация t),

t — номер итерации. Заметим, что случайные векторы −→r1 , −→r2 для вы-
числения

−→
Ai,

−→
Ci генерируются для каждого значения i.

Ниже приведена программа реализации алгоритма для функции
Растригина двух переменных f(x1, x2) = 20 + x2

1 − 10 cos(2πx1) + x2
2−

−10 cos(2πx2), где xi ∈ [−5.12, 5.12], на языке Python (листинг). Функ-
ция Растригина — известная невыпуклая функция, которая использу-
ется для тестирования алгоритмов оптимизации. Функция имеет гло-
бальный минимум, равный 0, в точке (0, 0), а также 120 локальных
минимумов в точках с целочисленными координатами.

Для наглядного представления работы алгоритма в двумерном слу-
чае можно использовать визуализацию перемещения «стаи точек» с ро-
стом числа итераций (рис. 2).

Листинг

Алгоритм оптимизации волков

import numpy as np
def rastrigin_2d(x):

A = 10
return (A * 2 + (x[0]**2 - A * np.cos(2 * np.pi * x[0]))

+ (x[1]**2 - A * np.cos(2 * np.pi * x[1])))
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Окончание листинга
dim = 2
pop_size = 30
max_iter = 100
lb, ub = -5.12 * np.ones(dim), 5.12 * np.ones(dim)
# счетчики фаз нападений и исследований
attack = 0
exploration = 0
L = 3 # количество лидеров
# Инициализация популяции
population = np.random.uniform(lb, ub, (pop_size, dim))

for iteration in range(max_iter):
f = 2.0 - 2.0 * (iteration / max_iter)
fitness = np.array([rastrigin_2d(ind) for ind in population])
# Определяем лидеров
sorted_indices = np.argsort(fitness)
leaders_indices = sorted_indices[:L] # Индексы лидеров
leaders = population[leaders_indices].copy() # Копии лидеров

for i in range(pop_size):
r1, r2 = np.random.rand(L, dim), np.random.rand(L, dim)
A = 2 * f * r1 - f
C = 2 * r2

# Подсчет фаз атак и исследований
if np.any(np.abs(A) > 1): # исследование

exploration += 1
else: # атака

attack += 1

D = np.abs(C * leaders - population[i])
new_pos = np.sum(leaders - A * D, axis=0) / L
population[i] = np.clip(new_pos, lb, ub)

if (iteration + 1) % 10 == 0:
best_fitness = np.min(fitness)
print(f"Iteration {iteration + 1}/{max_iter}, "

f"Best Fitness: {best_fitness:.9f}")
print(’количество атак = ’, attack,

’количество исследований = ’, exploration)
best_idx = np.argmin(fitness)
best_solution, best_value = population[best_idx], fitness[best_idx]

print("Алгоритм стаи серых волков")
print("=" * 70)
print("\n" + "=" * 70)
print("РЕЗУЛЬТАТЫ ОПТИМИЗАЦИИ:")
print(f"Найденное лучшее решение: ({best_solution[0]:.9f}, "

f"{best_solution[1]:.9f})")
print(f"Значение функции: {best_value:.9f}")
print(f"Истинный минимум: (0.000000, 0.000000), "

f"значение: {rastrigin_2d([0, 0]):.9f}")
print(f"Ошибка: {abs(best_value - 0):.9f}")



80 Бабикова Н. Н., Котелина Н. О.

Рис. 2. Визуализация работы GWO для функции Растригина (листинг)

Алгоритм для функции Растригина находит решение довольно быст-
ро, обычно уже к 20-й итерации (при размере популяции 30, макси-
мальном количестве итераций 100), очень редко попадая в один из ло-
кальных оптимумов. Для более сложной тестовой функции Швефеля
f(x1, x2) = 837.9658 − x1 sin(

√
|x1|) − x2 sin(

√
|x2|), где xi ∈ [−500, 500],

лучшее решение было получено при размере популяции 1000, мак-
симальном количестве итераций 300 — (420.705926187, 421.098038253),
значение функции: 0.000089958. Глобальный минимум функции Шве-
феля равен 0 и находится в углу пространства поиска, в точке с коор-
динатами (420.96875, 420.96875), в то время как второй по глубине ло-
кальный минимум расположен вблизи противоположного угла (рис. 3).
Полученные при тестировании алгоритма на функции Швефеля резуль-
таты аналогичны результатам, приведенным в статье А. В. Пантелеева,
И. А. Белякова [14].

3.2. Алгоритм оптимизации шимпанзе (Chimp Optimization
Algorithm, ChOA) был разработан M. Khishe, M. R. Mosavi в 2020 го-
ду [15], является алгоритмом непрерывной оптимизации.

Алгоритм шимпанзе моделирует коллективную охоту стаи шимпан-
зе. В охоте принимают участие четыре группы особей с разными роля-
ми: Attackers — атакующие, Barriers — блокирующие, Chasers — пресле-
дователи, Drivers — загонщики.
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Рис. 3. Визуализация работы GWO для функции Швефеля

Рассмотрим математическую модель охоты шимпанзе в сравнении
с охотой серых волков (табл.). Отличия два: во-первых, при опреде-
лении смещения шимпанзе к новой позиции вводится дополнительный
элемент случайности — хаотический вектор −→m; во-вторых, компонен-
ты вектора

−→
f убывают нелинейно (у волков — линейно) от 2.5 до 0

(у волков — от 2), причем этот параметр авторы предлагают изменять
по разным правилам для каждой из четырех групп шимпанзе.

Таблица
Сравнение моделей GWO и ChOA

Серые волки Шимпанзе
−→
D =

∣∣∣−→C ·
−→
Xp(t)−

−→
X (t)

∣∣∣ −→
D =

∣∣∣−→C ·
−→
Xp(t)−−→m ·

−→
X (t)

∣∣∣ (2.1)
−→
X (t+ 1) =

−→
X p(t)−

−→
A ·

−→
D

−→
X (t+ 1) =

−→
X p(t)−

−→
A ·

−→
D (2.2)

−→
A = 2

−→
f · −→r 1 −

−→
f

−→
A = 2

−→
f · −→r 1 −

−→
f (2.3)

−→
C = 2−→r 2

−→
C = 2−→r 2 (2.4)

−→
f убывает линейно

−→
f убывает нелинейно

от 2 до 0 от 2.5 до 0
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Начальная популяция шимпанзе {
−→
X1,

−→
X2, . . . ,

−→
XN} генерируется

случайным образом. Популяция случайным образом делится на четы-
ре группы приблизительно равного размера. Для каждого шимпан-
зе вычисляется значение целевой функции, определяются лидеры: A
(Attacker), B (Barrier), C (Chaser), D (Driver), соответствующие четы-
рем лучшим значениям целевой функции.

На каждом шаге итеративного процесса охоты позиции всех шим-
панзе обновляются согласно математической модели (2.1–2.4) в соот-
ветствии с позициями A, B, C, D по формулам:

−→
DA = |

−→
C1 ·

−→
XA −−→m1 ·

−→
X |,

−→
DB = |

−→
C2 ·

−→
XB −−→m2 ·

−→
X |, (2.5)

−→
DC = |

−→
C3 ·

−→
XC −−→m3 ·

−→
X |,

−→
DD = |

−→
C4 ·

−→
XD −−→m4 ·

−→
X |,

−→
X1 =

−→
XA −

−→
A1 ·

−→
DA,

−→
X2 =

−→
XB −

−→
A2 ·

−→
DB, (2.6)

−→
X3 =

−→
XC −

−→
A3 ·

−→
DC ,

−→
X4 =

−→
XD −

−→
A4 ·

−→
DD,

−→
X (t+ 1) =



−→
X1 +

−→
X2 +

−→
X3 +

−→
X4

4
, если µ < 0.5, |A| < 1

−−−→
Xrand −

−→
A ·

−→
D,

где
−→
D =

∣∣∣−→C ·
−−−→
Xrand −−→m ·

−→
X
∣∣∣ , если µ < 0.5, |A| > 1

хаотический вектор, если µ ≥ 0.5

, (2.7)

где параметры
−→
A,

−→
C ,

−→
Ai,

−→
Ci, i = 1, 4 вычисляются в соответствии

с формулами (2.3), (2.4); −→m, −→mi, i = 1, 4 — хаотические векторы;
−→
XA,

−→
XB,

−→
XC ,

−→
XD — векторы, определяющие позиции лидеров;

−→
X — век-

тор, определяющий текущую позицию шимпанзе (итерация t);
−−−→
Xrand —

вектор, определяющий позицию случайно выбранного шимпанзе из по-
пуляции; t — номер итерации; µ — случайное значение от 0 до 1, которое
генерируется на каждой итерации для каждого шимпанзе.
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Аналогично действиям стаи волков, поведение шимпанзе направле-
но как на исследование пространства решений при |A| > 1 (exploration,
фаза исследования, глобальный поиск), так и на использование уже
найденных хороших решений при |A| < 1 (exploitation, фаза нападения
на добычу, локальный поиск).

Формула (2.7) составлена на основе псевдокода, представленного
в оригинальной статье [15]. Параметр µ авторы алгоритма трактуют
как влияние случайностей во время охоты, т. е. в половине случаев
шимпанзе могут отвлечься от процесса охоты (побежать за самкой, по-
раниться и т. п.), в этом случае позиция шимпанзе обновляется хаоти-
чески (µ ≥ 0.5). Когда µ < 0.5 & |A| > 1, текущий шимпанзе обновляет
свою позицию, ориентируясь на случайно выбранного шимпанзе.

4. Обсуждение
Сравнительный анализ алгоритмов GWO и ChOA показывает, что

они базируются на сходной абстрактной модели процесса охоты, но ал-
горитм ChOA характеризуется существенно более высокой структурной
сложностью, что делает его достаточно трудным для понимания и ре-
ализации. Один из возможных методов изучения алгоритма оптимиза-
ции шимпанзе заключается в постепенном переходе к нему от более про-
стого алгоритма оптимизации серых волков. Такой подход позволяет
наглядно продемонстрировать развитие метаэвристических концепций.

Метаэвристических алгоритмов оптимизации более 500, но среди
них не только оригинальные алгоритмы, но и модифицированные,
а также гибридные (которые объединяют идеи нескольких алгоритмов).

Существует много модификаций GWO, например, в 2016 году
N. Mittal, U. Singh, B. S. Sohi предложили свою версию алгоритма
и показали его эффективность для инженерных приложений [16]. Если
в оригинальном алгоритме параметр

−→
f убывает линейно по правилу

2− 2t/T (t, T — текущий и максимальный номер итерации), то в моди-
фицированном этот параметр убывает нелинейно по правилу 2−2t2/T 2.

Координаты вектора
−→
A = 2

−→
f · −→r1 −

−→
f изменяются случайным об-

разом на каждой итерации от −fj до fj (j = 1, n). То есть диапазон из-
менения координат вектора

−→
A с ростом номера итерации уменьшается.

Поскольку |
−→
A | < 1 соответствует фазе локального поиска (нападения

на добычу), |
−→
A | > 1 — фазе глобального поиска (исследования), то,

меняя правило убывания параметра
−→
f , мы меняем соотношение меж-

ду количеством итераций нападения и итераций исследования. Напри-
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мер, отношение среднего числа нападений при многократном запуске
программы для функции Растригина (листинг) к среднему числу ис-
следований — 3:2. А если использовать для

−→
f нелинейное убывание

2 − 2t2/T 2, то отношение среднего числа нападений к среднему числу
исследований — 2:3. То есть количество фаз исследования возрастает,
что снижает вероятность стагнации в локальных оптимумах.

Авторы ChOA предлагают следующие формулы изменения пара-

метра
−→
f для каждой из четырех групп шимпанзе: 2.5 − 2 log(t)

log(T )
,

(−2t3/T 3) + 2.5, 0.5 + 2 exp(−(4t/T )2), 2.5 + 2t2/T 2 − 2 · 2t/T .
Количество лидеров, определяющих позицию предполагаемой добы-

чи в метаэвристических алгоритмах, может быть различным и даже
меняться динамически в ходе работы алгоритма. Всего один лидер ис-
пользуется, например, в алгоритме летучих мышей (Bat Algorithm, BA),
разработанном X.-S. Yang в 2010 году [17], в алгоритме оптимизации ки-
тов (Whale Optimization Algorithm, WOA), представленном S. Mirjalili,
A. Lewis в 2016 году [18]. В приведенной выше программе (листинг)
можно изменить количество лидеров (переменная L) и проследить, как
меняется при этом работа алгоритма.

Добавление хаотического фактора является популярным прие-
мом модификации метаэвристических алгоритмов. Хаотические кар-
ты (отображения) генерируют детерминированные, но трудно предска-
зуемые последовательности. Хаос может быть интегрирован в алго-
ритм разными способами. Например, в 2023 году коллектив авторов
предложил модифицированную версию алгоритма оптимизации синус-
косинуса (Sine Cosine Algorithm, SCA) [19], в которой хаотические карты
используются для инициализации начальной популяции [20]. Инициали-
зация с помощью хаотических отображений обеспечивает более равно-
мерное и разнообразное начальное распределение особей в пространстве
поиска по сравнению со случайной инициализацией, что увеличивает
шансы найти глобальный оптимум.

В ChOA хаотический вектор −→m вносит хаос в траекторию переме-
щения шимпанзе к оптимуму (8), «выталкивая» их из локальных опти-
мумов. При этом разные карты по-разному меняют паттерны движения
шимпанзе, например, большая амплитуда колебаний может приводить
к резким скачкам позиций шимпанзе и, как следствие, к пропуску оп-
тимума, но, с другой стороны, позволяет добиться большей эффектив-
ности на ранних этапах перемещения.
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Авторы ChOA рекомендуют использовать одну из шести хаотиче-
ских карт с начальным значением x0 = 0.7 (для тент-карты x0 = 0.6),
для приведения к диапазону [0, 1) используется взятие дробной части
(рис. 4):

• Квадратичная карта: xi+1 = {x2
i − c}, c = 2.

• Гауссова карта: xi+1 =

{
1, xi = 0,

1/{xi}, xi ̸= 0.

• Логистическая карта: xi+1 = αxi(1− xi), α = 4.

• Карта Зингера:

xi+1 = µ(7.86xi − 23.31x2
i + 28.75x3

i − 13.302875x4
i ), µ = 1.07.

• Карта Бернулли: xi+1 = {2xi}.

• Тент-карта: xi+1 =

{
xi/0.7, xi < 0.7,
10
3
(1− xi), 0.7 ≤ xi.

Рис. 4. Хаотические карты
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Разделение популяции на группы встречается во многих метаэв-
ристических алгоритмах. Например, в алгоритме оптимизации слонов
(Elephant Herding Optimization, EHA) вся популяция разделена на кла-
ны, каждый из которых ищет решение независимо от других кла-
нов [21]. В ChOA независимые группы используют различные нели-
нейные стратегии обновления

−→
f , поэтому шимпанзе могут исследовать

пространство поиска с разными возможностями, обеспечивая баланси-
ровку между глобальным и локальным поиском.

Конечно, алгоритм оптимизации шимпанзе весьма сложный, не все-
гда целесообразно включать такие алгоритмы в программу обучения.
В этом случае можно сравнивать некоторый базовый алгоритм с его
модификациями. Если у студентов складывается понимание метаэври-
стического метода решения задач, то они могут (и возможно, захо-
тят) изучать более сложные и интересные алгоритмы в рамках научно-
исследовательской работы, курсовых и дипломных проектов.

Визуальная и поведенческая наглядность алгоритмов, моделирую-
щих процесс охоты, делает их удобными для реализации в игровых
и симуляционных проектах, где важна демонстрация принципов кол-
лективного поведения агентов. Примером нестандартного применения
алгоритма оптимизации серых волков может служить курсовая рабо-
та студента группы 131б-ПИо Д. И. Марченко (рис. 5), он разработал
компьютерную игру «Поймай меня», в которой игрок убегал от стаи
волков, преследующей его по правилам алгоритма оптимизации серых
волков.

Рис. 5. Скриншот игры «Поймай меня»
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5. Заключение
Применение сравнительного анализа метаэвристических алгорит-

мов, построенного по принципу перехода от простых моделей к более
сложным, не только обеспечивает доступность материала, но и спо-
собствует формированию представления о способах совершенствования
методов оптимизации. Обучение начинается с освоения базовых кон-
цепций на примере алгоритмов, отличающихся простой структурой и
небольшим числом параметров. При переходе к более сложным алго-
ритмам становится возможным показать, каким образом решаются при-
сущие первоначальной модели проблемы.
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