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Аннотация.
Решение уравнений в частных производных для произволь-

ной области является нетривиальной задачей. В статье приводит-
ся алгоритм численного решения задачи Дирихле для уравнения
Пуассона. Приводятся примеры численных расчетов, оценивается
погрешность полученных результатов.
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Abstract. Solving partial differential equations for an arbitrary
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numerically solving the Dirichlet problem for the Poisson’s equation.
Examples of numerical calculations are given, and the error of the
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1. Введение
В математическом моделировании уравнения эллиптического типа

используются для определения стационарных состояний различной фи-
зической природы. Примером таких уравнений являются уравнения Ла-
пласа и Пуассона [1]. Существуют как аналитические методы решения
названных уравнений, например метод разделения переменных, исполь-
зование функции источника (функции Грина) [1], так и численные мето-
ды, например метод конечных элементов, метод Либмана [2; 3]. Решения
строят, как правило, для простейших областей, например прямоуголь-
ной или круглой.

Важным является оператор Лапласа и в механике пластин и оболо-
чек, так как на его основе определяется бигармонический оператор, на
основе которого формулируются уравнения равновесия пластин [2; 4].
При этом востребовано как быстродействие и точность методов, так и
применимость к произвольным областям.

Все сказанное обусловливает востребованность усовершенствования
методов решения уравнения Пуассона.



86 Ермоленко А. В., Поздеев Я. А.

В численных методах для решения систем уравнений с большим чис-
лом узлов оказываются удобны итерационные методы – одним из наи-
более простых и одновременно эффективных является процесс усред-
нения Либмана.

Метод Либмана основан на идее последовательного улучшения при-
ближённого решения. На каждом шаге итерации вычисляется новое
значение для каждой переменной на основе её предыдущего значения
и текущих значений окружающих переменных.

Простота метода Либмана делает его привлекательным для реализа-
ции на ЭВМ, так как он не требует хранения больших объемов данных и
обладает высокой устойчивостью к ошибкам округления. Эти свойства
делают его удобным инструментом для инженерных и научных вычис-
лений, позволяя эффективно решать задачи, возникающие в различных
областях науки и техники.

Цель данной статьи – решить методом Либмана задачу Дирихле для
уравнения Пуассона в произвольной области.

2. Материалы и методы
Применение теоретического метода позволило провести анализ су-

ществующих методов решения дифференциальных уравнений в част-
ных производных и выбор метода Либмана для непосредственного ре-
шения. Практические методы заключаются в написании программы
на языке Python [5] с последующим проведением численного экспери-
мента.

3. Результаты
3.1. Постановка задачи
Задачу Дирихле для уравнения Пуассона в двумерной односвязной

области D ⊂ R2 можно записать в следующем виде:

∆u = f,

u|G = g, (1)

где
u = u(x, y), f = f(x, y), (x, y) ∈ D,

g = g(x, y), (x, y) ∈ G,

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
− оператор Лапласа в декартовых координатах.
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3.2. Метод Либмана
При построении графиков решений эллиптического уравнения при-

ходится выбирать или численное моделирование, или построение точ-
ных аналитических решений в виде рядов или интегралов с последу-
ющим их упрощением. В обоих случаях приходится использовать чис-
ленные методы.

Рассмотрим решение задачи (1) с использованием итерационного ме-
тод Либмана [3]. Для этого выберем прямоугольную сетку с узлами
(xm, yn), где

xm = mh, m = 0,±1,±2, ...;

yn = nl, n = 0,±1,±2, ...; h > 0, l > 0.

К сеточной области Dh отнесем все узлы, принадлежащие области
D = D ∪G (рис. 1) [6].

Рис. 1. Распределение узлов [6]

На основе пятиточечного шаблона (рис. 2) разобьем узлы области на
две категории – внутренние и граничные. Узел (m,n) считается внут-
ренним, если он сам и четыре соседние точки шаблона принадлежат
области Dh, внутренние узлы помечены на рис. 1 знаком ◦, их множе-
ство обозначим через D◦

h. Остальные узлы назовем граничными, они
помечены на рис. 1 знаком *, множество этих узлов обозначим через
Gh. В итоге получаем, что Dh = D◦

h ∪ Gh. Таким образом, разбиение
узлов области Dh на внутренние и граничные зависит от того, какой
шаблон выбран для аппроксимации дифференциального уравнения.

Рассмотрим узел (m,n) ∈ D◦
h. Тогда уравнение (1)1 во внутренних

узлах принимает вид
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Рис. 2. Пятиточечный шаблон

∂2u

∂x2
|(xm,yn) +

∂2u

∂y2
|(xm,yn) = f(xm, yn), (2)

где в соответствии с работой [6]

∂2u

∂x2
|(xm,yn) ≈

u(xm+1, yn)− 2u(xm, yn) + u(xm−1, yn)

h2
,

∂2u

∂y2
|(xm,yn) ≈

u(xm, yn+1)− 2u(xm, yn) + u(xm, yn−1)

l2
. (3)

Подставляя выражения (3) в уравнение (2), будем иметь

u(xm+1, yn)− 2u(xm, yn) + u(xm−1, yn)

h2
+

+
u(xm, yn+1)− 2u(xm, yn) + u(xm, yn−1)

l2
= f(xm, yn), (m,n) ∈ D◦

h. (4)

Умножив обе части разностных уравнений (4) на h2l2 и разделив
полученные равенства на 2(h2 + l2), имеем

umn =
l2(um+1,n + um−1,n) + h2(um,n+1 + um,n−1)

2(h2 + l2)
− h2l2

2(h2 + l2)
fmn, (5)

где fmn = fxm,yn .

Итерационный процесс Либмана для полученной системы (5) имеет
вид

u(k)
mn =

l2(u
(k)
m+1,n + u

(k)
m−1,n) + h2(u

(k)
m,n+1 + u

(k)
m,n−1)

2(h2 + l2)
− h2l2

2(h2 + l2)
fmn,

k = 0, 1, 2, ... (6)
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В случае h = l процесс (6) для уравнения Пуассона можно предста-
вить так:

u(k)
mn =

1

4
[u

(k)
m+1,n + u

(k)
m−1,n + u

(k)
m,n+1 + u

(k)
m,n−1 − h2f(x(k)

m , y(k)n )],

k = 0, 1, 2, ..., (7)

а для уравнения Лапласа – в следующем виде:

u(k)
mn =

1

4
[u

(k)
m+1,n + u

(k)
m−1,n + u

(k)
m,n+1 + u

(k)
m,n−1], k = 0, 1, 2, ...

В работе [6] показано, что итерационный процесс (6) сходится,
то есть существует

lim
k→∞

u(k)
mn = umn.

Для ускорения итерационного процесса при вычислении последую-
щих значений необходимо использовать не только значения предыду-
щего приближения, но и текущего.

Для того чтобы начать вычислять последовательные приближе-
ния u

(k)
mn по формуле (7), нужно задать начальное приближение u

(0)
mn.

При этом u
(0)
mn должны удовлетворять граничным условиям

u(0)
mn = g(xm, yn), (xm, yn) ∈ Gh.

Полагая k = 0, 1, ..., последовательно вычисляем по формулам (7)
u
(1)
mn, u

(2)
mn, ..., m = 0, 1, 2, ...,M, n = 0, 1, 2, ..., N. Вычисления u

(k)
mn про-

водим до такого значения k, при котором∣∣u(k+1)
mn − u(k)

mn

∣∣ ≤ ε

для заданного малого числа ε > 0 [6].

3.3. Численный эксперимент
Для проведения численного эксперимента использовался язык про-

граммирования Python [5]. Одним из главных преимуществ Python яв-
ляется большое количество библиотек, которые значительно ускоряют
процесс разработки программ. Например, библиотека matplotlib позво-
ляет создавать красивые и информативные графики, что полезно для
анализа результатов вычислений. Библиотека numpy предоставляет ши-
рокие возможности для работы с многомерными массивами данных, де-
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лая использование численных методов в Python удобным и эффектив-
ным. А библиотека numba позволяет ускорить функции, написанные
на Python, до уровня машинного кода.

Python также широко используется в научных и инженерных рас-
чётах, что делает его идеальным выбором для разработки программ,
связанных с численными методами.

При проведении численного эксперимента во всех случаях на грани-
це использовались значения, полученные в результате аналитического
решения задачи.

Чтобы проверить точность вычислений, были подобраны контроль-
ные примеры. При этом погрешность вычислений определялась по фор-
муле

δ =
∥u− utrue∥
∥utrue∥

· 100%, (8)

где u – решение задачи, вычисленное одним из методов, utrue – точное
решение этой задачи.

Пример 1. Аналитическим решением задачи

∆u = 5e3x cos 2y − 5e2x cos 3y, (x, y) ∈ D,

u|G = e3x cos 2y + e2x cos 3y,

где D – треугольник, задаваемый системой неравенств
y > 2x− 1,

y > −2x+ 1,

y > 0,9,

является функция utrue = e3x cos 2y + e2x cos 3y, (x, y) ∈ D (рис. 3).
Пример 2. Аналитическим решением задачи

∆u = 8 cos2(x+ y)− 4, (x, y) ∈ D,

u|G = sin2(x+ y),

где D – круг, определенный неравенством

(x− 0,5)2 + (y − 0,5)2 < 0,19,

является функция utrue = sin2(x+ y), (x, y) ∈ D (рис. 4).
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Рис. 3. a = 1, b = 1, M = 100, N = 100, ε = 0,000001.
Погрешность после 7179 итераций: 0,005 %

Рис. 4. a = 2, b = 2, M = 100, N = 100, ε = 0,00001.
Погрешность после 6658 итераций 0,65 %

Пример 3. Аналитическим решением задачи

∆u = (2− y2) sinx+ (2− x2) sin y, (x, y) ∈ D,

u|G = x2 sin y + y2 sinx,
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где D – сложная фигура, состоящая из четырёх пересекающихся кругов,
описываемых следующей системой неравенств:

(x− 3)2 + (y − 3)2 < 5,

(x− 3)2 + (y − 7)2 < 5,

(x− 7)2 + (y − 3)2 < 5,

(x− 7)2 + (y − 7)2 < 5,

является функция utrue = x2 sin y + y2 sinx ∈ D (рис. 5).

Рис. 5. a = 10, b = 10, M = 100, N = 100, ε = 0,000001.
Погрешность после 5016 итераций 0,035 %

На рис. 3− 5 приведены примеры работы прораммы. Получено, что
приемлемая погрешность достигается всегда.

4. Обсуждение

Представленная работа была выполнена в рамках курсовой рабо-
ты по направлению «Математика и компьютерные науки», а также яв-
ляется дополнением к лекционному курсу по дисциплине «Численные
методы».

Представленная работа поможет также исследователям, использую-
щим численные методы при решении уравнений в частных производных
в произвольной области.
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