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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

APPLIED MATHEMATICS AND MECHANICS

Вестник Сыктывкарского университета.
Серия 1: Математика. Механика. Информатика. 2024.
Выпуск 4 (53)
Bulletin of Syktyvkar University.
Series 1: Mathematics. Mechanics. Informatics. 2024; 4 (53)

Научная статья

УДК 539.3
https://doi.org/10.34130/1992-2752_2024_4_4

ОЦЕНКА ИНВЕСТИЦИОННОЙ АКТИВНОСТИ

НА ОСНОВЕ НОВОСТНОГО ФОНА

Петр Викторович Борков1,
Ольга Аминджановна Мальцева1,
Ирина Владимировна Полякова1,
Евгения Николаевна Старцева2

1Банк России, maltseva.rs@yandex.ru
2Сыктывкарский государственный университет
имени Питирима Сорокина

Аннотация. Целью исследования является построение опе-
режающего показателя инвестиционной активности на основе
анализа новостей Telegram-каналов. Имеющиеся данные Росстата
по инвестиционной активности публикуются с временным лагом
и подвергаются корректировке, что затрудняет их использование
при оперативной оценке текущей экономической ситуации. В ра-
боте рассматриваются два подхода: первый — на основе филь-
тра по ключевым словам, второй — на основе языковой модели
«BERT». Оба подхода демонстрируют статистически значимую
корреляцию с данными Росстата.

Ключевые слова: текстовой анализ, машинное обучение,
BERT, rubert-tiny2, инвестиционная активность, Python
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Article

ESTIMATION OF INVESTMENT ACTIVITY BASED ON
THE NEWS BACKGROUND

Petr V. Borkov1, Olga A. Maltseva1,
Irina V. Polyakova1, Evgenija N. Startseva2

1Bank of Russia, maltseva.rs@yandex.ru
2Pitirim Sorokin Syktyvkar State University

Abstract. The purpose of our research is to build a leading
indicator of investment activity based on the analysis of Telegram-
channel news. The available Rosstat data on investment activity are
published with a time lag and are subject to adjustment, which
makes it difficult to use them in an operational assessment of the
current economic situation. The paper considers two approaches:
the first is based on a keyword filter, the second is based on the
„BERT“ language model. Both approaches demonstrate a statistically
significant correlation with Rosstat data.

Keywords: NLP, machine learning, BERT, rubert-tiny2,
investment activity, Python
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1. Введение
Динамика инвестиционной активности является одним из важных

аспектов экономического развития и потенциала предприятия, отрас-
ли, региона, страны, что объясняет внимание исследователей к этой
теме. Основными показателями инвестиционной активности в России
считаются такие данные Росстата, как динамика инвестиций в основ-
ной капитал и валовое накопление основного капитала. После перехода
в 2016 году с ежемесячного наблюдения на квартальное оперативность
официальных показателей Росстата по инвестициям в основной капитал
ухудшилась. Кроме того, еще одной из проблем официальной статисти-
ки является значительный временной лаг1, который возникает с момен-
та сбора информации до публикации агрегированных данных [1].

В литературе для оценки экономической ситуации достаточно ши-
роко применяется анализ новостного фона [2–7], при этом в качестве ис-
точника информации используются статьи крупных изданий. Новизной
исследования является выбранный источник — сообщения из Telegram-
каналов. Возможность получать информацию оперативно, практически
в любых разрезах и с любой частотой — неоспоримые преимущества но-
востной базы Telegram-каналов. Еще одним преимуществом базы дан-

11-я оперативная оценка публикуется на 40-й рабочий день, после отчетного квар-
тала, окончательная оценка — февраль четвертого года, после отчетного года.
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ных является наличие информации не только профильных специали-
стов, а еще настроений и ожиданий в обществе в целом.

Исследование строится на предположении о том, что сигналы об из-
менениях инвестиционной активности в сообщениях появляются гораз-
до раньше, чем эти изменения находят отражение в данных Росстата.
Целью работы является построение опережающего индекса инвестици-
онной активности в России, рассчитанного на основе оценки динамики
новостей, который статистически значимо коррелирует с данными Рос-
стата.

2. Материалы и методы
В качестве источника информации использована база данных, ко-

торая содержит более 11,4 миллионов сообщений из 691 российского
ТГ-канала, с историей существования не менее 12 кварталов. Анализ
охватывает период с сентября 2015 по сентябрь 2023 года. Пул кана-
лов сформирован на основе каталога tgstat.ru2. Характеристики базы
данных приведены в табл. 1.

Таблица 1
Структура базы данных Telegram-сообщений за весь период наблюдения

(с сентября 2015 по сентябрь 2023)

Категории (по tgstat.ru)
Количество

каналов
Общее количество сообщений в канале (тыс.)
Среднее Медиана Минимум Максимум

Экономика (ecn) 386 8,6 3,8 0,4 253,8

Новости и СМИ (nws) 131 40,7 23,6 1,1 216,5

Политика (plt) 89 21,6 15,8 2,5 160,1

Криптовалюты (crp) 44 11,4 5,7 0,9 62,3

Бизнес и стартапы (bsn) 29 7,9 4,3 0,8 82,9

Блоги (blg) 12 12,9 4,1 0,5 99,1

ВСЕГО 691 16,6 6,9 0,4 253,8

Для предварительной оценки «информационного наполнения» ба-
зы данных проанализировано окружение слова «инвест»3. Облако слов

2Полное описание базы данных в работе А. Гусевой, А. Полехиной «Построение
индекса восприятия Банка России: анализ данных телеграмм-каналов с использова-
нием методов машинного обучения» готовится к публикации. Список каналов, под-
готовленный указанными авторами, размещен на ресурсе http://github.com/Alisa-
llm/tg_channels_cbr (дата обращения: 14.10.2024).

3Проанализированы и размечены тексты, содержащие в себе строку «инвест».
Для анализа контекста слова «инвест» выбрано +/−5 слов, окружающих ключевое
слово. Для построения «Облака слов» была проведена лемматизация.
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(рис. 1) продемонстрировало, что в сообщениях речь идет как о реаль-
ных инвестициях (регион, отрасль, программа, проект, инфраструкту-
ра, строительство, новостройка, недвижимость, стартап, производство),
так и о финансовых (фонд, облигация, биржа, ценная бумага и т. д.).
Следовательно, выбранная база данных может служить источником ин-
формации об инвестиционной активности предприятий.

Рис. 1. Облако лемматизированных слов, построенное из окружения «инвест»
+/− 5 слов

Для поиска текстов о фактах или факторах инвестиционной ак-
тивности применялись два подхода, первый основан на использовании
фильтра по ключевым словам, второй — на языковой модели машинно-
го обучения BERT [8]. Оба подхода использовали один и тот же набор
данных.

В качестве целевого показателя в работе используется динамика
инвестиций в основной капитал (IOK) за период с 2002 по 2023 год
по данным Росстата. Данные после сезонного сглаживания методом
X-13 ARIMA/SEATS приведены к базисному виду к 4 кв. 2019 года.

Для построения индексов инвестиционной активности по новостно-
му фону и оценки их качества используются методы корреляционно-
регрессионного анализа, метод главных компонент [9; 10]. Для построе-
ния моделей, оценивания параметров, проверки гипотез используется
период с I кв. 2018 года по IV кв. 2022 года и уровень значимости
p = 0, 05, если не оговорено иное. Оценка прогнозных свойств индек-
сов осуществляется на периоде I – IV кв. 2023 года с помощью средней
абсолютной ошибки MAE и среднеквадратической ошибки RMSE.

Исследование проводилось при помощи статистического паке-
та Eviews 11, библиотек Python PyTorch, Transformers, Scikit-learn,
Wordcloud.
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3. Результаты исследования и обсуждение
Фильтр по ключевым словам. Наивный индекс инвестиционной ак-

тивности
Фильтр по ключевым словам широко применяется в экономиче-

ской литературе для оценки экономической ситуации. Так авторами
в работе [2] был предложен индекс неопределенности (IPU) как доля
статей, содержащих отдельные выражения, из категорий «экономика»,
«неопределенность» и «политика» в общем количестве статей. Расчет
индекса (IPU) осуществляется по множеству развитых и развивающих-
ся стран [3–5].

В работе при построении наивного индекса инвестиционной актив-
ности применялся фильтр по ключевому слову «инвест». Как показало
«облако слов», фильтруя таким способом сообщения, отбираются дан-
ные, касающиеся инвестиций как в основной капитал (реальных инве-
стиций), так и финансовых инвестиций. В данном подходе мы полагаем-
ся на тесную связь реальных инвестиций с финансовыми вложениями.

Для каждого Telegram-канала с выбранной периодичностью (день,
месяц или квартал) подсчитывается доля постов, содержащих ключевое
слово. В рамках исследования была выбрана квартальная частота дан-
ных. Далее, полученные доли для каждого источника нормализуются
к нулевому среднему и на одно стандартное отклонение на всем пери-
оде. На последнем шаге конструируется сводный TG-index как среднее
значение нормированных временных рядов4:

TG-indext =
1

N

N∑
j=1

νj,t −mj

sj
, (1)

где νj,t — доля постов в j-ом канале за период t с ключевым словом, mj —
средняя доля постов на j-ом канале на всем периоде, sj — стандартное
отклонение доли постов на j-ом канале на всем периоде.

Построенный сводный индекс (TG-index) и базисный индекс инве-
стиций в основной капитал (IOK) представлены на рис. 2. Согласно
расширенному тесту Дики – Фуллера (ADF), оба временных ряда явля-
ются интегрированными первого порядка I(1). Тест Энгла – Грэнджера
(Engle – Granger test) не обнаружил статистически значимой коинте-
грации рядов с линейным трендом.

4Исключая выбросы в данных.



10 Борков П. В., Мальцева О. А., Полякова И. B., Старцева Е. Н.

Рис. 2. Динамика TG-index и IOK

На основе анализа кросс-коррелограммы рядов в первых разностях
(рис. 3)5 для опережающей оценки инвестиционной активности предла-
гаем использовать следующий индекс:

NAIVE = ∆[TG-index(−1)− TG-index(−5)]. (2)

Далее мы будем называть его наивным индексом инвестиционной ак-
тивности (NAIVE). Индекс NAIVE статистически значимо коррелирует
с динамикой инвестиций (∆ log(IOK)) на уровне 0,48 (p-value = 0,03) и
по построению является опережающим с лагом в I квартал.

Рис. 3. Кросс-коррелограмма ∆TG-index и ∆ log(IOK)

5Для IOK рассматривается первая разность логарифмов базисного индекса, ко-
торая интерпретируется как темп прироста инвестиций за квартал.
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Проанализировав динамику наивного индекса по различным типам
каналов и применив метод главных компонент, мы достигли более вы-
сокой корреляции на выборке из политических (plt), новостных (nws)
каналов и блогов (blg) для следующей модификации индекса:

NAIVEmd =0, 5 · NAIVE(plt, nws, blg)−
− 0, 4 · NAIVE(nws) − 0, 07 · NAIVE(plt),

(3)

где NAIVE (пул каналов) — наивный индекс, построенный по соответ-
ствующей выборке каналов. Корреляция модифицированного наивного
индекса с динамикой инвестиций составила 0,72 (p-value < 0,001).

Для оценки прогнозных свойств модифицированного индекса по-
строена линейная регрессия и проверено ее качество на тестовой выбор-
ке c I кв. 2023 по IV кв. 2023 года Сравнение прогнозируемых резуль-
татов с фактическими данными (рис. 4) демонстрирует, что модифици-
рованный наивный индекс может выступать в качестве опережающего
прогнозного индекса инвестиционной активности. Так, значения оши-
бок прогнозирования модели MAE и RMSE составили 0,7 п.п. и 0,9 п.п.
соответственно, что ниже, чем при использовании авторегрессионной
модели AR(1) (1,7 п.п. и 2,6 п.п.)6.

Рис. 4. Фактические и модельные значения темпа прироста IOK
(квартал к кварталу)

6Была использована модель AR(1) со структурным сдвигом в I кв. 2009 г.
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В рамках исследования возник вопрос, насколько влияет выбран-
ный пул каналов на качество индекса. Для этого случайно выбирали
80 % каналов каждой категории и строили по ним индекс. Результаты
показали, что для наивного индекса интервал изменения корреляций
небольшой, что говорит об устойчивости к ротации каналов. Корре-
ляция модифицированного индекса демонстрирует его более сильную
чувствительность к выбранному пулу каналов, что требует дальнейше-
го исследования (табл. 2, рис. 5).

Таблица 2
Характеристики распределения коэффициентов корреляции

наивных индексов и ∆ log(IOK)

mean std 10 % 25 % 50 % 75% 90 %

NAIVE 0,47 0,03 0,43 0,45 0,47 0,49 0,51

NAIVEmd 0,61 0,09 0,49 0,55 0,62 0,67 0,72

Рис. 5. Распределение коэффициентов корреляции индексов с ∆ log(IOK):
слева — наивный индекс, справа — модифицированный

Применение языковой модели «BERT»
Поскольку фильтр не может учесть контекст сообщений, было ре-

шено провести эксперимент с языковыми моделями, которые позволяют
извлекать информацию из неструктурированных данных. Анализ базы
данных и разметка части сообщений показали, что потребуется язы-
ковая модель, учитывающая сложный контекст сообщений: при осу-
ществлении разметки специалисты по-разному оценивали сообщения
как с точки зрения отнесения их к реальным инвестициям, так и с точки
зрения определения тональности. Мы остановили свой выбор на языко-
вой модели BERT, разработанной в Google AI Language [8]. Архитектура
модели BERT позволяет изучать контекст слова исходя из его окруже-
ния в целом и достигает более глубокого понимания текста.
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В рамках этого подхода была проведена разметка новостных сооб-
щений в двух разрезах — страна / реальные инвестиции (табл. 3). Пер-
вый — относится ли сообщение к России. Второй — отражает ли сооб-
щение факторы и факты осуществления инвестиционной деятельности.
Разметка для второй категории (реальные инвестиции) имеет сильный
дисбаланс классов, который при обучении корректировался подбором
весов для каждого класса.

Таблица 3
Данные по разметке текста (количество сообщений)

Россия Реальные инвестиции
TRUE FALSE Всего TRUE FALSE Всего

Размер обучающей выборки (Train) 2188 940 3128 565 2624 3189

Размер тестовой выборки (Test) 384 176 560 113 453 566

Всего 2572 1116 3688 678 3077 3755

Для классификации была выбрана языковая модель «rubert-tiny2»
(Hugging Face cointegrated/rubert-tiny2) [11; 12]. Работает только с рус-
ским языком, поддерживает последовательности до 2048 токенов и име-
ет большой словарный запас 83 тыс. токенов. Модель «rubert-tiny2»
имеет классификационный слой нейронов, который генерирует 312 вы-
ходных параметров для классификации. Для выполнения задач бинар-
ной классификации в разрезе страна / реальные инвестиции был добав-
лен выходной слой с двумя нейронами (листинг 1)7.

Листинг 1

Подготовка модели

# Импорт библиотек
import torch
from transformers import BertTokenizer, BertForSequenceClassification
from torch.utils.data import Dataset, DataLoader
from transformers import AdamW, get_linear_schedule_with_warmup

# Загрузка модели
model_type = ’cointegrated/rubert-tiny2’
model = BertForSequenceClassification.from_pretrained(model_type)

7Исходный код размещен: https://github.com/PetrBorkov/invest_activity (дата
обращения: 14.10.2024).
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Окончание листинга 1

# загрузка токенизатора
tokenizer = BertTokenizer.from_pretrained(model_type)

# Замена классификационного слоя
out_features = model.bert.encoder.layer[1].output.dense.out_features
model.classifier = torch.nn.Linear(out_features, n_classes)

# Перемещение модели на выбранное устройство (GPU или CPU)
device = torch.device("cuda:0" if torch.cuda.is_available() else "cpu")
model.to(device)

Использовался оптимизатор AdamW, в котором задавался относи-
тельно низкий learning rate (проводились эксперименты с весами от 7e-6
до 2e-5), так как модель необходимо дообучить. Наилучший результат
показало обучение на 15 эпохах с использованием линейного планиров-
щика обучения (линейное снижение learning rate), заданием весов клас-
са (для второй модели — это [0,15; 1]). Learning rate на уровне 7e-6 в со-
четании с планировщиком позволяет не допускать быстрого переобуче-
ния (листинг 2). Результаты обучения приведены в табл. 4 и на рис. 6.

Листинг 2

Подготовка данных и настройка параметров

# Создание обучающего/валидационного DataLoader
train_set = CustomDataset(X_train, y_train, tokenizer)
valid_set = CustomDataset( X_valid, y_valid, tokenizer)
train_loader = DataLoader(train_set, batch_size=2, shuffle=True)
valid_loader = DataLoader(valid_set, batch_size=2, shuffle=True)

# Инициализация оптимизатора AdamW и планировщика обучения
epochs = 15 # количество эпох обучения
optimizer = AdamW(model.parameters(), lr=7e-6, correct_bias=False,\

no_deprecation_warning=True)
scheduler = get_linear_schedule_with_warmup(

optimizer,
num_warmup_steps=len(train_loader) * 2,
num_training_steps=len(train_loader) * epochs

)
class_weights = torch.tensor([0.15, 1.0]) # веса классов
#инициализация функции потерь
loss_fn = torch.nn.CrossEntropyLoss(weight=class_weights).to(device)
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Таблица 4
Результаты обучения моделей

Россия (1, 0) Реальные инвестиции (1, 0)

F1-мера 0,900 0,731

Precision 0,938 0,800

Recall 0,940 0,673

Рис. 6. Матрица ошибок классификации новостей
по принадлежности к России (слева), реальным инвестициям (справа)

С помощью обученной модели произведена разметка базы и для
каждого канала подсчитана доля сообщений, относящихся к теме «Ин-
вестиционная активность в России». Далее был рассчитан сводный
индекс TGbert по всей базе аналогично тому, как это было сделано
при построении наивного индекса. Анализ TGbert-index, рассчитанный
по всем каналам, не выявил в его динамике статистически значимых
корреляций с динамикой инвестиций.

При анализе динамики построенного индекса в разрезе категорий
каналов и применении метода главных компонент была выявлена ста-
тистически значимая корреляция на выборке из политических (plt), но-
востных (nws), экономических (ecn) и криптовалютных (crp) каналов
для следующего показателя:

BERT-index =∆[2× TGbert(plt) + TGbert(crp)−
− TGbert(ecn) − 1, 5× TGbert(nws)](−1).

(4)
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Как и наивный индекс, BERT-index является опережающим с ла-
гом в I квартал и коррелирует с инвестициями (∆ log(IOK)) на уровне
0,68 (p-value = 0,001). Полученный результат сопоставим с результата-
ми модифицированного индекса, но уступает ему по качеству прогноза:
ошибки прогнозирования MAE и RMSE составили 1,4 п.п. и 1,9 п.п.
При проверке на устойчивость к ротации каналов BERT-index проде-
монстрировал чувствительность, аналогичную той, что наблюдалось
для модифицированного индекса (табл. 5).

Таблица 5
Характеристики распределения коэффициентов корреляции Bert-index

и ∆ log(IOK)

mean std 10 % 25 % 50 % 75% 90 %

BERT-index 0,61 0,08 0,51 0,56 0,62 0,67 0,71

4. Заключение
В исследовании подтверждается предположение о том, что в инфор-

мационном поле сигналы об изменениях инвестиционной активности
проходят раньше, чем отражаются в данных официальной статистики.
Модифицированный вариант индекса (NAIVEmd) может использовать-
ся в качестве опережающего индекса при построении краткосрочного
прогноза динамики инвестиций в основной капитал. Наивный индекс
инвестиционной активности (NAIVE) показал устойчивость к набору
каналов и может рассматриваться в качестве своего рода «benchmark»
при оценке ситуации. Результаты, основанные на архитектуре BERT
и на том же наборе данных, что и для наивного индекса, не проде-
монстрировали существенного улучшения качества индексов. Возмож-
но, это обусловлено высокой чувствительностью к качеству разметки.
При разметке текста понятие «инвестиционная активность» трактова-
лось достаточно широко: в сообщениях учитывались не только факты,
а еще факторы, оказывающие влияние на инвестиционную активность.
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ЧИСЛЕННОЕ И АНАЛИТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

ДВУМЕРНЫХ СТАТИЧЕСКИХ БИДОМЕННЫХ

ЭФФЕКТОВ В МИОКАРДЕ
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Игорь Николаевич Шардаков,
Ирина Олеговна Глот,
Алексей Петрович Шестаков
Институт механики сплошных сред УрО РАН, igorw@icmm.ru

Аннотация. С макроскопической точки зрения сердечная
мышца может рассматриваться как две анизотропные проводя-
щие среды – внеклеточное и внутриклеточное пространство, взаи-
модействующие через мембрану. Построенная на таких предполо-
жениях модель электрической активности сердца называется би-
доменной. Если предположить, что тензоры проводимости внут-
риклеточного и внеклеточного пространства подобны, то модель
сердечной мышцы может быть значительно упрощена. Такая мо-
дель называется монодоменной. Её достаточно для большинства
задач о распространении волн возбуждения в ткани миокарда.
Однако бидоменная модель необходима в тех случаях, когда при-
нимается во внимание сам процесс возбуждения от внешних фак-
торов. Для исследования развития этих процессов необходимо ре-
шать полную бидоменную систему. Однако при малой силе воз-
действия для определения первоначальной конфигурации доста-
точно решения линеаризованной статической бидоменной задачи.
К рассматриваему кругу задач относятся образование виртуаль-
ных электродов и поляризация полосы сердечной ткани с изоли-
рованными границами и волокнами, подходящими к этой границе
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под углом при протекании вдоль нее электрического тока. В на-
стоящей работе представлена совокупность конечноэлементных и
аналитических решений на основе статической линеаризованной
бидоменной модели. Сравнивалось аналитическое (а для поляри-
зации полосы – точное) и численное решение этих задач.

Ключевые слова: миокард, бидоменная модель, монодомен-
ная модель, виртуальные электроды
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Article

NUMERICAL AND ANALYTICAL SIMULATION
OF TWO-DIMENSIONAL STATIC BIDOMAIN EFFECTS

IN THE MYOCARDIUM

Igor’ N. Vasserman, Igor’ N. Shardakov,
Irina. O. Glot, Aleksey P.Shestakov
Institute of Continuous Media Mechanics UB RAS, igorw@icmm.ru

Abstract. From a macroscopic point of view, cardiac muscle can
be considered as two anisotropic conducting media - extracellular
and intracellular space, interacting through the membrane. The
model of electrical activity of the heart built on such assumptions
is called bidomain. If we assume that the conductivity tensors of the
intracellular and extracellular spaces are similar, then the model of
the cardiac muscle can be significantly simplified. This model is called
monodomain. It is sufficient to solve most problems of propagating
wave activation in the myocardium of tissues. However, the bidomain
model is necessary in cases where the process of excitation from
external factors itself is taken into account. To study the development
of these processes, it is necessary to solve the complete bidomain
system. However, when the excitation is rather small, it is sufficient to
solve the linearized static bidomain problem to determine the initial
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configuration. This range of tasks includes the formation of virtual
electrodes and the polarization of strips of cardiac tissue with isolated
boundaries and fibers, approaching this boundary at an angle when
current flows along it. This paper presents a set of finite element
and analytical solutions based on a static linearized bidomain model.
The analytical (and exact for strip polarization) solutions of these
problems were compared with numerical ones.

Keywords: myocardium, bidomain model, monodomain model,
virtual electrodes.
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1. Введение
С макроскопической точки зрения сердечная мышца может рассмат-

риваться как две проводящие среды — внеклеточное и внутриклеточ-
ное пространство, взаимодействующие через мембрану [1; 2]. Единство
внутриклеточной среды обеспечивают щелевые соединения. Каждая
из этих двух сред характеризуется своим тензором проводимости. По-
строенная на этих предположениях модель электрической активности
сердца называется бидоменной.

Если предположить, что тензоры проводимости внутриклеточного
и внеклеточного пространства подобны, то модель сердечной мышцы
может быть значительно упрощена [2] (монодоменная). Если в рамках
этой модели проводимости в материальных осях вычисляются как сред-
нее гармоническое соответствующих внутриклеточных проводимостей,
результаты, описывающие распространение волны возбуждения от уже
сформировавшегося очага возбуждения для монодоменной и бидомен-
ной моделей, различаются незначительно [3]. Исследованию процессов,
описываемых этой моделью, посвящено гигантское число работ. К ним
могут быть отнесены и работы авторов [4], [5]. Поэтому в данной статье
монодоменная модель подробно не рассматривается.
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Однако бидоменная модель необходима в тех случаях, когда прини-
мается во внимание сам процесс формирования очагов возбуждения от
внешних факторов [3] и начальная конфигурация этих очагов. Обзор
таких эффектов можно найти в [6]. Некоторые эффекты описаны в [7].
В общем случае приходится решать нелинейную жесткую краевую за-
дачу в частных производных. При малой силе воздействия и медленных
процессах для решения вышеупомянутых задач может быть использо-
вана линеаризованная статическая бидоменная модель [8–10], представ-
ляющая собой гораздо более простую линейную краевую задачу.

Одним из примеров является образование виртуальных электро-
дов — областей деполяризации и гиперполяризации, возникающих при
подведении к миокарду электрического тока в малой области [9–12].
Их возникновение, с одной стороны, может приводить к возбуждению
спиральных волн, с другой стороны может быть использовано в процес-
се дефибрилляции [12]. Для этой задачи точное аналитическое решение
есть только в вырожденном случае подобия тензоров вне- и внутри-
клеточной проводимости, то есть когда эффект отсутствует [9]. Для
оценки конфигурации электродов существует только приближенное ре-
шение [10]. Оно использует возмущение по малому параметру вокруг
вышеупомянутого аналитического решения и поэтому применимо толь-
ко при малом отклонении тензоров от подобия. В действительности это
не так: тензор внеклеточной проводимости близок к шаровому, а ком-
поненты тензора внутриклеточной проводимости могут отличаться на
порядок. Поэтому в данном случае аналитические методы применимы
либо для грубой оценки, либо для тестирования численных методов.

Другой задачей является поляризация полосы сердечной ткани
с изолированными границами при протекании вдоль нее электрическо-
го тока. Волокна подходят к изолированной границе под углом. Здесь
может быть получено точное аналитическое решение [13].

В настоящей работе рассмотрено численное решение методом конеч-
ных элементов системы уравнений в частных производных линеаризо-
ванной статической бидоменной модели в применении к вышеупомяну-
тым задачам. Сравнивается численное и аналитическое решение этих
задач.

2. Материалы и методы
Используемая при исследовании электрических процессов в миокар-

де полная бидоменная модель имеет следующий вид [2]:
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∇ · (Di∇Vm) +∇ · (Di∇Ve) = χIm + χIts + Ĩis, x⃗ ∈ Ω, (1)
∇ · ((Di +De)∇Ve) +∇ · (Di∇Vm) = Ĩis + Ĩes, x⃗ ∈ Ω, (2)

при граничных условиях

n · (Di∇Ve) = −n · (Di∇Vm) , x⃗ ∈ ∂Ω (3)
n · (De∇Ve) = 0, x⃗ ∈ ∂Ω. (4)

Здесь Vi – внутриклеточный потенциал, Ve – внеклеточный потен-
циал, Vm = Vi − Ve – трансмембранный потенциал, Di – внутрикле-
точный тензор проводимости, De – внеклеточный тензор проводимо-
сти, Im = Cm (dVm/dt) + Iion (Vm, q1, ..., qn) – трансмембранный ток, χ –
площадь клеточной мембраны на единицу объема миокарда, Its – до-
полнительный трансмембранный источник тока, например, связанный
с действием активируемых деформацией каналов, Ĩis, Ĩes – внешние ис-
точники тока, подводимые к внутриклеточной и внеклеточной среде
соответственно, Cm – емкость клеточной мембраны, q1, ..., qn – внутрен-
ние переменные, описывающие концентрации ионов, ферментов и т. д.,
Iion – ток, обусловленный движением ионов через мембрану, x⃗ = (x, y) –
координаты точки, Ω – область, занимаемая миокардом, ∂Ω – граница
этой области.

Если предположить, что тензоры проводимости внутриклеточного
и внеклеточного пространства подобны, то можно получить более про-
стую – монодоменную модель сердечной мышцы [2]. Её достаточно для
большинства задач о распространении волн возбуждения от уже сфор-
мировавшегося очага возбуждения в ткани миокарда [3].

Однако бидоменная модель необходима в тех случаях, когда прини-
мается во внимание сам процесс формирования вышеупомянутых оча-
гов возбуждения от внешних факторов [3]. Для исследования процесса
развития возбуждения в этом случае необходимо решение полной систе-
мы (1–4). Однако при малой интенсивности и медленном характере воз-
действия внешних факторов можно считать, что Im = Iion = G0V̄m, где
V̄m = Vm − Vrest – отклонение трансмембранного потенциала от потен-
циала покоя, G0 = (∂Iion/∂Vm)Vm=V rest – линеаризованная около потен-
циала покоя проводимость мембраны. В этом случае для определения
первоначального распределения трансмембранного и внеклеточного по-
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тенциалов достаточно решения линеаризованной статической бидомен-
ной задачи [8–10]:

∇ ·
(
Di∇V̄m

)
+∇ · (Di∇Ve) = χG0V̄m, x⃗ ∈ Ω, (5)

∇ · ((Di +De)∇Ve) +∇ ·
(
Di∇V̄m

)
= Ies, x⃗ ∈ Ω. (6)

В уравнениях(5–6) в качестве внешних источников тока представлен
только ток, подводимый к внеклеточной среде, потому что в рассмат-
риваемых в данной статье примерах имеется только этот тип внешне-
го воздействия. В случае необходимости добавить другие типы воздей-
ствий, представленные в (1–2), не будет составлять особой проблемы.

Одним из наиболее ярких примеров, в котором бидоменная модель
проявляет себя, является образование виртуальных электродов [6] – об-
ластей деполяризации и гиперполяризации, возникающих при подведе-
нии к миокарду электрического тока в малой области (рис. 1).

Рис. 1. Характерное распределение электрического потенциала
при образовании виртуального электрода в миокарде

Это явление имеет место, когда условиe подобия внутри- и внекле-
точного тензоров проводимости De = γDi не выполняется, что харак-
терно для реального миокарда. Однако как раз для этого вырожденного
случая подобия тензоров проводимости имеется точное решение [9]. Оно
имеет вид:

V 0
m = −

(
α

α + 1

)
γ0
2π

K0 (R) , (7)

где X = x/Λx,Y = y/Λy – приведенные декартовы координаты, R =

=
√
X2 + Y 2, Θ = arctan (Y/X) – приведенные полярные координаты,

Λx =

√
1

χG0

σi
xσ

e
x

σi
x + σe

x

, Λy =

√
1

χG0

σi
yσ

e
y

σi
y + σe

y

(8)
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– константы длины сердечной ткани в направлениях x и y, α = σi
x/σ

e
x,

γ0 – масштабированная интенсивность источника тока, K0 (R) – моди-
фицированная функция Бесселя второго рода нулевого порядка.

Для оценки конфигурации электродов может быть использовано
приближенное решение [10] в главных осях. В этом решении вводит-
ся параметр ϵ = 1 −

(
σe
x/σ

e
y

)
/
(
σi
x/σ

i
y

)
, равный нулю, когда тензоры

проводимости внутри- и внеклеточного пространства подобны. Затем
проводится анализ возмущений по этому параметру Vm = V 0

m (R)+

+ϵV 1
m (R,Θ) + ... вокруг аналитического решения (7).

Другой задачей, где необходимо использование статической линеа-
ризованной бидоменной модели, является поляризация полосы сердеч-
ной ткани с изолированными границами и волокнами, подходящими
к этой границе под углом при протекании вдоль нее электрического
тока (рис. 2).

Рис. 2. Поляризация полосы

Эта задача имеет аналитическое точное решение для трансмембран-
ного Vm и внеклеточного Ve потенциала [13]

Vm = A sinh
( y

Λ

)
, (9)

Ve = −B sinh
( y

Λ

)
+ ay − Exx, (10)

где

Λ =

√
1

χG0

σi
yyσ

e
yy

σi
yy + σe

yy

(11)

– константа длины в направлении y, Ex – напряженность электрическо-
го поля в направлении x.



28 Вассерман И. Н., Шардаков И. Н., Глот И. О., Шестаков А. П.

A =

(
σi
xy/σ

i
yy − σe

xy/σ
e
yy

)
ExΛ

cosh (H/2Λ)
, B =

χG0Λ
2A

σe
yy

,

a =
σe
xy

σe
yy

Ex +
B

Λ
cosh (H/2Λ) .

(12)

Здесь компоненты тензоров внутри- (i) и внеклеточной (e) прово-
димости в осях x и y могут быть выражены через значения угла θ

и соответствующих проводимостей вдоль σ
(i,e)
f и поперек σ

(i,e)
t волок-

на с помощью преобразования поворота.

Следует заметить, что при однородном деформировании полосы во-
локна остаются прямыми, изменяются только угол наклона волокна
и значения компонент тензора проводимости. Поэтому аналитическое
решение (9–12) применимо и в этом случае, но с другими параметрами.

Для численного решения рассматриваемых задач используется ме-
тод конечных элементов в виде, представленном в [2]. С помощью ис-
пользования метода Галеркина и конечноэлементной дискретизации

V̄m =
N∑
j=1

vjφj, Ve =
N∑
j=1

ujφj (13)

решение статической линеаризованной бидоменной задачи приводится
к решению системы линейных алгебраических уравнений. Здесь N –
число узлов конечноэлементной сетки, vj, uj – значения трансмембран-
ного и внеклеточного потенциала в узле j, φj – базовая функция, равная
единице в узле j и нулю в остальных узлах сетки.

Эта система имеет вид[
A B

BT C

][
v

u

]
=

[
0

b

]
, (14)

где элементы субматриц вычисляются как

Aαβ =

∫
Ω

Di∇φα∇φβ dx+

∫
Ω

χG0φαφβ dx, (15)
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Bαβ =

∫
Ω

Di∇φα∇φβ dx, (16)

Cαβ =

∫
Ω

(Di +De)∇φα∇φβ dx. (17)

Здесь v,u – вектор-столбцы, содержащие значения трансмембранного и
внеклеточного потенциала соответственно в точках конечноэлементной
сетки, b – вектор-столбец, описывающий внешнее воздействие, пред-
ставленное здесь током, подводимым к внеклеточной среде:

bα = −
∫
Ω

Ĩesφα dx. (18)

Поскольку внеклеточный потенциал определен до постоянного зна-
чения, система (14), в отличие от таковой, получаемой при дискрети-
зации монодоменного уравнения, является сингулярной. Кроме того,
необходимо обеспечить баланс между подводимым током и током, про-
текающим через границу. В [9] этот вопрос решается путем использо-
вания бесконечных элементов. В данной работе используются условия
Дирихле.

Метод конечных элементов был реализован на языке Python с ис-
пользованием библиотек Numpy и Scipy. В качестве прототипа исполь-
зовались программы из [14].

Для задачи о виртуальных электродах падение трансмембранного
потенциала происходит гораздо быстрее, чем внеклеточного. Поэтому
на достаточном удалении от точки подведения тока при нахождении
внеклеточного потенциала трансмембранным можно пренебречь. Урав-
нение (6) приводится к виду (анизотропная задача Пуассона)

∇ · ((Di +De)∇Ve) = Ĩes. (19)

Это уравнение имеет точное решение на бесконечной области при то-
чечном возбуждении.

Ṽe = − Ĩes

2πΛ̃xΛ̃y

ln (r̃) , (20)

где r̃ =

√(
x/Λ̃x

)
+
(
y/Λ̃y

)
, Λ̃x =

√
σi
x + σe

x, Λ̃y =
√
σi
y + σe

y.
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Следует заметить, что Λ̃x, Λ̃x и r̃ в (20) не то же самое, что Λx, Λx и
R в (8). Значения (20) на границах рассматриваемой области можно ис-
пользовать в качестве граничных условий Дирихле для внеклеточного
потенциала при численном решении задачи о виртуальных электродах.

3. Результаты
В данном разделе представлены результаты численного и аналити-

ческого решения задачи о виртуальных электродах и задачи о поляри-
зации полосы сердечной ткани с волокнами, подходящими к изолиро-
ванным границам под углом при протекании вдоль этой полосы элек-
трического тока. Численное решение производилось методом конечных
элементов. Аналитическое решение определялось формулами (7–8) для
виртуальных электродов и (9–12) для полосы.

При решении задачи о виртуальных электродах в качестве области
моделирования был взят квадрат со стороной 64Λ, где Λ = max (Λx,Λy),
а Λx и Λy вычислялись согласно (8). В качестве граничных условий на
внешних границах области моделирования для внеклеточного потенци-
ала используются условия Дирихле, основанные на решении (20).

Рассмотрим вначале вырожденный случай задачи о виртуальных
электродах, когда тензоры внутри- и внеклеточной проводимости по-
добны. В этом случае образования виртуальных электродов не проис-
ходит (рис. 3), но имеется точное решение для трансмембранного по-
тенциала.

Рис. 3. Распределение трансмембранного потенциала при подобии тензоров
проводимости

Предположение о характере распределения трансмембранного и вне-
клеточного потенциала, сделанное при выводе граничных условий, обу-
словленных (20), подтверждается при численном решении (рис. 4).
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Рис. 4. Характер распределения трансмембранного (1) и внеклеточного (2)
потенциалов

Если для трансмембранного потенциала взять естественные гранич-
ные условия, то вблизи внешних границ области возникает возмущение
(рис. 5).

Рис. 5. Сравнение численного (1) и аналитического (2) решений.
Возмущение на границе

Если на внешней границе взять Vm = 0 , то это возмущение исче-
зает и имеет место неплохая согласованность между аналитическим и
конечноэлементным решениями (рис. 6).

Рис. 6. Сравнение численного (1) и аналитического (2) решений.
Коррекция возмущения на границе
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Рассмотрим теперь более реальный пример, когда тензоры проводи-
мости не подобны. Пусть главная ось, соответствующая направлению
волокна, направлена под углом π/6 к горизонтали. В этом случае имеют
место виртуальные электроды (рис. 7).

Рис. 7. Виртуальные электроды

Для задачи о виртуальных электродах решение в точке подвода тока
стремится к бесконечности. Поэтому имеет смысл оценивать решение
вне некоторой окрестности этой точки.

Для конечноэлементного моделирования поляризации полосы рас-
сматривается фрагмент конечной длины (рис. 8), на левой и правой
границе которого заданы значения внеклеточного потенциала V0 и V0

соответственно. Толщина полосы H была взята равной 4Λ, угол θ – рав-
ным π/6. Длина L была взята равной 6H. Здесь Λ – константа длины
в направлении x, вычисляемая по формуле (11).

Рис. 8. Фрагмент полосы

При численном моделировании распределение внеклеточного потен-
циала оказывается почти линейным вдоль длины полосы за исключени-
ем небольших участков рядом с границей. На рис. 9 показано распре-
деление внеклеточного потенциала по длине полосы при y = 0. Если
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в аналитическом решении взять напряженность электрического поля
Ex в соответствии с наклоном линейного участка, то для распределе-
ния потенциалов по толщине полосы при x = 0 имеет место практически
полное совпадение численного решения с аналитическим (рис. 10).

Рис. 9. Распределение внеклеточного потенциала по длине полосы

Рис. 10. Сравнение численного (1) и аналитического (2) решений
для распределения по толщине полосы (а) – трансмембранного,

(б) – внеклеточного потенциала

Значительное расхождение между аналитическим и численным ре-
шением имеет место только вблизи левой и правой границ (рис. 11).

Рис. 11. Абсолютное значение расхождения между аналитическим и численным
решениями: (а) – для трансмембранного, (б) – внеклеточного потенциала
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4. Обсуждение

Дана формулировка линеаризованной статической бидоменной зада-
чи, позволяющая исследовать процесс формирования этих очагов воз-
буждения от внешних факторов при достаточно медленном характе-
ре воздействия внешних факторов. На основе разработанного конечно-
элементного алгоритма решения задач о распределении электрических
потенциалов в рамках бидоменной модели получены численные резуль-
таты для задачи о формировании виртуальных электродов и поляри-
зация полосы сердечной ткани с изолированными границами и волок-
нами, подходящими к этой границе под углом при протекании вдоль
нее электрического тока. При практическом применении линеаризован-
ной статической бидоменной модели (например, в кардиостимуяторах)
необходимо выяснить границы ее применимости при импульсном воз-
буждении, то есть когда можно пренебречь емкостной составляющей
трансмембранного тока.

Для задачи о виртуальных электродах сформулированы граничные
условия Дирихле для внеклеточного потенциала. Они позволяют рас-
сматривать эту задачу в конечной области, что важно для численного
решения, и обеспечивают баланс между подводимым током и током,
протекающим через границу. Эти условия определяются значениями
на границе рассматриваемой области аналитического решения анизо-
тропной задачи Пуассона для бесконечной области при точечном воз-
буждении.

В случае задачи о виртуальных электродах удалось достичь совпа-
дения численного и аналитического решения только для вырожденно-
го случая. Для общего случая удалось получить только качественные
результаты. Необходимо дальнейшее исследование влияния граничных
условий.

Для задачи о поляризации полосы удалось достичь практически
полного совпадения численного и аналитического решений в середине
фрагмента полосы. Таким образом, задачу о поляризации полосы мож-
но использовать для верификации метода конечных элементов в приме-
нении к линеаризованной статической бидоменной модели. Поскольку
аналитическое решение применимо и для однородно деформированной
полосы, поляризация полосы может оказаться полезной при идентифи-
кации зависимости тензоров проводимости от деформации.
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Аннотация. В работе рассматриваются вопросы построения
различных информационных моделей для анализа и прогнозиро-
вания влияния загрязнения атмосферного воздуха и почвенно-
го покрова на здоровье детского населения. Исходными данны-
ми выступают числовые ряды, сформированные при исследова-
ниях областных центров Республики Беларусь. Уровни заболева-
емости получены с учётом деления территорий городов на рай-
оны обслуживания поликлиник. Для оценки и анализа качества
окружающей среды выполнены натурные исследования с отбо-
ром проб и дальнейшим построением картосхем вероятностно-
го распределения концентраций загрязняющих веществ. В слу-
чае атмосферного воздуха средствами геоинформационных тех-
нологий выполнена обработка данных об основных источниках
загрязнения: промышленных предприятий и автотранспорта, и
их объёмов. Для анализа степени загрязнения почв разработа-
ны сетки отбора проб, результаты геохимических исследований
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интерполированы в соответствии с новыми алгоритмами для по-
лучения непрерывных полей концентраций. Для выявления взаи-
мосвязей в системе «Окружающая среда — здоровье населения»
построены модели линейной и квадратичной регрессии. Обосно-
вано применение искусственных нейронных сетей совместно с тео-
рией нечётких множеств. Разработанная нейро-нечёткая система
оказалась точнее двух выше указанных моделей. Полученные ре-
зультаты, кроме научной новизны, обладают практической зна-
чимостью и могут быть использованы для оценки эффективности
градостроительных и природоохранных мероприятий.

Ключевые слова: нейронные сети, регрессионные модели,
анализ качества окружающей среды, нейро-нечёткая модель
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of geochemical studies were interpolated in accordance with new
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the „Environment — population health“ system. The use of artificial
neural networks in conjunction with the theory of fuzzy sets is
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1. Введение
С развитием информационных технологий и ростом вычислитель-

ных мощностей становится возможным создание сложных моделей, от-
ражающих взаимное влияние показателей друг на друга.

По мере возрастания обеспокоенности общества ухудшением ка-
чества окружающей среды учёные пытаются выявить статистически
значимые закономерности, описывающие влияние степени загрязнения
на здоровье населения [1; 2]. Сегодня концепция предельно допусти-
мых концентраций подвергается справедливой критике, хотя она по-
прежнему занимает важную часть основы санитарно-гигиенической на-
уки.

Таким образом, с одной стороны, есть заинтересованность граждан
получать актуальную информацию о качестве среды обитания и рисках
неблагоприятного воздействия, а с другой — существующая система
мониторинга не позволяет это осуществить в полном объёме. Кроме
того, не существует единой утверждённой методики оценки вредного
воздействия на здоровье населения.

Данная проблема может быть решена с использованием элементов
искусственного интеллекта для обработки больших объёмов статисти-
ческой информации [3].
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Исследования в области создания первых элементов искусственного
интеллекта начались в 40-х годах прошлого века. Благодаря повыше-
нию качества оптических приборов учёным удалось установить точную
структуру нейронов головного мозга, после чего была создана упрощён-
ная модель нервной клетки. Группируя и объединяя их в сеть, удалось
создать инструмент для выполнения логических операций. Далее До-
нальд Хебб обосновал правила компьютерного обучения [4; 5].

После некоторого прорыва в развитии нейронных сетей в 50-е годы,
связанного с их первым использованием в работе компьютеров и со-
зданием алгоритма распознавания образов, научный интерес в данной
сфере несколько снизился, что было обусловлено выявленными пробле-
мами по дальнейшей реализации из-за ограниченных вычислительных
мощностей того времени. Только к 2000 году мощь вычислительной
техники выросла настолько, что позволила реализовать многие ранее
предложенные методы и алгоритмы [6; 7].

Кроме нейронных сетей эффективным инструментом для решения
нетривиальных задач является теория нечётких множеств (ТНМ), ко-
торая берёт своё начало с момента публикации статьи Л. Заде [8], в ко-
торой вместо традиционных характеристических функций были пред-
ложены новые функции принадлежности элемента подмножеству со
значениями в интервале [0, 1]. Дальнейшее развитие ТНМ было свя-
зано с предложенным Л. Заде принципом обобщения, который ввёл
общий метод адаптации стандартных математических средств к обра-
ботке нечётких данных [9]. ТНМ и нечёткая логика составляют основу
лингвистического подхода. При этом каждое лингвистическое значение
характеризуется меткой или, как ещё говорят, первичным термом (на-
пример, «высокий») и смыслом, который определяется степенью при-
надлежности. Такой подход позволяет оперировать близкими к понима-
нию человека терминами, например «высокий рост», «низкая зарпла-
та», «среднее качество». Вместе с тем предложенные научные методы
позволяют осуществлять переход от нечётких множеств к чётким зна-
чениям. Этот процесс принято называть «дефуззификацией» [10].

Цель работы — разработка и компьютерная реализация моделей
с повышенной точностью прогнозирования влияния загрязнения окру-
жающей среды на здоровье населения.
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2. Материалы и методы

Для установления и подтверждения закономерностей в системе
«Окружающая среда — здоровье населения» в рамках корректировок
генеральных планов областных городов Республики Беларусь было вы-
полнено исследование качества основных природных сред и уровня за-
болеваемости людей. В результате обработки проб почвы, воздуха и
воды в среде ArcView Gis новыми алгоритмами были построены карто-
схемы вероятностного распределения концентраций. При этом факти-
ческие концентрации, измеряемые в мг/м3, обрабатывались с учётом
функционально-экологического зонирования территорий для получе-
ния оценки по пятибалльной шкале. Фрагмент исходных данных, ха-
рактеризующих качество атмосферного воздуха, приведён в табл. 1.

Таблица 1
Итоговая балльная оценка качества воздуха г. Могилёва

(для каждого подрайона), фрагмент

Код Подрайон
Площадь

Балльная оценка загрязнения
атмосферного воздуха

га P ПТ СЗ сводная

03_05 Юго-западный узел 442,27 3,07 0,23 0,33 3,15

04_02 Речной порт 168,52 3,12 0,10 0,17 3,15

04_19
Габровская – Лaвсaнoвскoe клaдбищe
(усадебная застройка)

159,84 2,43 0,17 1,47 3,02

01_03 Дубpoвeнка 116,70 2,82 0,87 0,26 3,05

03_06 Фатина – Димитрова 235,51 2,14 1,54 0,42 3,10

04_14 Холмы (усадебная застройка) 78,35 1,49 0,14 2,21 3,03

05_02 Могилёв-II – Мелькомбинат 284,34 2,81 0,24 0,40 2,83

06_12 Областная больница 103,19 2,48 0,60 0,50 2,72

04_17 Зона отдыха у озера Святое 135,27 2,69 0,57 0,15 2,86

03_03 Кaрaбaнoвкa 315,16 2,10 0,53 0,95 2,84

04_14 Южный узел 604,44 2,65 0,22 0,11 2,80

02_07 Пoдникoльe 109,65 2,73 0,20 0,20 2,64

04_25 Грeбeнёвo (усадебная застройка) 273,17 2,38 0,46 0,41 2,67

05_13
Зелёный Луг
(зона перспективной застройки)

196,01 2,40 0,23 0,38 2,51

06_21
Габровская – Гребенёва
(коммунально-складская зона)

94,86 2,63 0,16 0,23 2,54

05_05 Югo-зaпaдный прoмyзeл 442,27 3,04 0,16 0,31 3,20

Примечание. Р – бaлльныe oцeнки по комплексному показателю загрязнения атмосферы;
ПТ – дополнительные баллы по территориям с повышенными требованиями;
СЗ – баллы по расположению в санитарно-защитных зонах.
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Для примера на рис. 1 представлена картосхема загрязнённости ат-
мосферного воздуха г. Могилёва.

Рис. 1. Степень загрязненности атмосферного воздуха г. Могилёва

При этом задача получения непрерывных полей по точкам сетки
отбора проб и деление на качественные степени не является тривиаль-
ной. Для почвенного покрова, например, был разработан следующий
алгоритм:

1) построение полей концентраций тяжёлых металлов по кригинг-
методу, оптимизирующему процедуру интерполяции на основе
анализа статистической природы поля;

2) расчёт вспомогательного поля на основе комплексного показателя
Zc с учётом его градаций (Zc — суммарный показатель загрязне-
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ния, учитывающий отношение фактической концентрации веще-
ства к геохимическому фону);

3) итоговый расчёт балльной оценки с учётом ограничений на кон-
центрацию тяжёлых металлов, зависящих от местоположения и
вида использования территорий.

Для анализа качества атмосферного воздуха был разработан новый
алгоритм, основанный на официальной методике ОНД-86 [11] с допол-
нительными модификациями, обусловленными функциональным ис-
пользованием территорий. Это позволило учитывать определённые тре-
бования к уровню загрязнённости для медицинских учреждений, школ,
детских садов и др.

Информация о заболеваемости населения ведётся районными поли-
клиниками и аккумулируется в соответствующих отделах исполкомов.
Хотя деление территории города на районы обслуживания поликлини-
ками является условным, оно позволяет соотносить показатели заболе-
ваемости и уровня загрязнённости (рис. 2) [12]. Сформированные таким
образом несколько числовых рядов, характеризующие как показатели
здоровья, так и уровень загрязнённости окружающей среды, обрабаты-
вались для выявления взаимозависимостей, при этом заболеваемость
представлена количеством случаев на 1000 человек, а загрязнённость –
балльная оценка, полученная на основании концентраций, выраженных
в мг/м3.

В исследованиях были использованы показатели детской заболевае-
мости, так как дети, в отличие от взрослых, в меньшей мере подвержены
влиянию производственной среды и, таким образом, находясь в районе
проживания, являются более точным индикатором качества окружаю-
щей среды.

3. Результаты
Традиционным способом анализа и прогноза является вычисление

линейной регрессии. Исходными данными при этом выступают три чис-
ловых ряда одинакового размера: x1 — балльная оценка качества атмо-
сферного воздуха для территории обслуживания поликлиники, усред-
нённая с учётом вклада нескольких оценок с учётом площади, x2 —
балльная оценка качества почвенного покрова, x3 — показатель общей
детской заболеваемости (случаи на 1000 человек за год). Фрагмент дан-
ных представлен в табл. 2.
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Рис. 2. Показатели общей заболеваемости для участков обслуживания
детских поликлиник г. Могилёва, случаи на 1000 человек

Таблица 2
Пример части исходных данных для построения модели

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x1 3,14 4,12 4,41 3,69 3,6 3,9 2,34 3,87 4,23 4,74

x2 4,87 4,21 2,03 4,29 3,38 4,3 3,13 2,03 3,56 3,51

x3 1729 2281 1861 1823 1372 1935 1108 1229 1960 2098

Расчёт влияния качества атмосферного воздуха и почвенного покро-
ва на уровень заболеваемости детей в среде MATLAB показал, что сред-
няя квадратичная ошибка получаемой модели x3 = 0, 373 − 0, 098x1+

+0, 458x2 на обучающей и тестовой выборках составляют 2,02 и 2,08 со-
ответственно, что не превышает значение 0,2 % от среднего значения
заболеваемости.

Модель квадратичной регрессии x3 = −25, 564 + 0, 87x1 + 0, 314x2−
−0, 008x2

1+0, 004x2
2−0, 002x1x2 имеет ошибки 1,94 и 1,99 соответственно.

Статистическая значимость разработанных моделей была подтвер-
ждена с использованием t-критерия Стьюдента и находится на уровне
значимости ошибки 0,1 %.



Построение моделей 47

Для повышения точности моделирования обратимся к нейронным
сетям и теории нечётких множеств. В отличие от задач, для решения
которых происходит разработка и программная реализация точного ал-
горитма, нейронные сети, подобно живым организмам, «приобретают
знания» через обучение. Такая их особенность является решающим от-
личием от обычных алгоритмов, наделяя их рядом преимуществ. Про-
цесс обучения при этом состоит не в накоплении и хранении данных
или знаний, а в подборе регулирующих работу нейронов коэффициен-
тов. При этом нейронные сети способны не только находить очевидные
связи между входными и выходными данными, но и выявлять зависи-
мости, о которых исследователь даже не подозревал. Кроме того, дан-
ный инструмент эффективно используется для прогнозирования вре-
менных рядов, распознавания образов, классификации, кластеризации
и др. Дополнительным преимуществом искусственных нейронных сетей
является возможность обрабатывать неполные, частично искажённые
или «зашумленные» данные [13].

Когда вместо обычной функции активации нейронов используется
функция принадлежности нечёткого числа, получаемую систему при-
нято называть нейро-нечёткой. Такие решения являются универсаль-
ными аппроксиматорами и были использованы в описываемых иссле-
дованиях. С учётом количества числовых рядов была спроектирована
нейронная сеть, состоящая из входного, выходного и неполносвязного
слоя нечётких правил.

Для обучения спроектированной нечёткой системы типа Сугено бы-
ли использованы обучающая выборка из 120 записей и тестовая из 30.
Для этого выполним следующие команды, по которым в рабочей об-
ласти формируются обучающая выборка (trn_s) и тестовая выборка
(tst_s) [14]:

dаtа=lоаd(’c:\data.d’);
illnеss_numbеr=lеngth(data);
tеst_indеx=[6:10:illnеss_numbеr 7:10:illnеss_numbеr];
tr_indеx=sеtdiff(1:illnеss_numbеr, tst_indеx);
trn_s=ill(tr_indеx, [1 2 3]);
tst_s=ill(tеst_indеx, [1 2 3]);

После настройки ошибка обучения (средний квадрат разницы меж-
ду входными и выходными сигналами) составляет 1,89. Ошибка на те-
стовой выборке — 1,87.
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4. Обсуждение
Для установления зависимостей в системе «Окружающая среда —

здоровье населения» были сформированы числовые ряды, отражающие
уровень заболеваемости детского населения, степень загрязнения атмо-
сферного воздуха и почвенного покрова для крупных городов и про-
мышленных центров Республики Беларусь. Далее выполнена разработ-
ка моделей для обработки числовых данных.

Проведённые исследования и полученные результаты продемонстри-
ровали преимущество нейро-нечёткой модели в точности описания и
прогнозирования влияния уровня загрязнения атмосферного воздуха и
почвенного покрова на показатели детской заболеваемости на 4–11 %
по сравнению с линейной и квадратичной регрессией.

Полученные результаты могут быть использованы на государствен-
ном уровне для планирования и анализа градостроительных и приро-
доохранных мероприятий, расчёта их эффективности и сроков окупае-
мости.
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Аннотация. В статье показывается, что цифровая транс-
формация общества и образования связана с новым этапом ма-
тематизации знаний и на современном этапе изменился и стиль
математического мышления, и математическая парадигма. В со-
ответствии с переменами необходимо менять как содержание ма-
тематических курсов, так и методы их преподавания, отдавая
предпочтение исследовательскому обучению и применению си-
стем компьютерной алгебры. В настоящее время оптимальным
выбором является система Sage. Особенности этой системы мо-
гут стать основой для анализа ведущих алгебраических идей,
включая взаимодействие между алгеброй и геометрией. Это поз-
воляет продемонстрировать силу достижений математики и зна-
чимость компьютерной алгебры. Важную роль в контексте обес-
печения преемственности между программами средней школы и
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вузов и исследовательским обучением могут выполнять много-
члены и векторы. Приводятся конкретные примеры использова-
ния системы Sage в теме «Векторные пространства» при решении
различных исследовательских задач в вузовских математических
курсах, обсуждаются некоторые «подводные камни».

Ключевые слова: математизация знаний, математическое
моделирование, исследовательское обучение, компьютерные экс-
перименты
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Abstract. The article shows that the digital transformation
of society and education is associated with a new stage of
mathematization of knowledge and at the present stage both the
style of mathematical thinking and the mathematical paradigm have
changed. In accordance with the changes, it is necessary to change
both the content of mathematical courses and the methods of teaching
them, giving preference to inquiry-based learning and the use of
computer algebra systems. The current solution is the Sage system.
Features of this system can serve to analyze leading algebraic ideas,
including the interaction between algebra and geometry. This allows
us to advance the achievements of mathematics and the originality
of computer algebra. Polynomials and vectors can play an important
role in the context of ensuring continuity between secondary school
and university programs and research teaching. Specific examples of
using the Sage system in the topic "Vector Spaces"are given when
solving various research problems in university mathematics courses,
and some pitfalls are discussed.
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1. Введение
Процесс цифровизации современного общества возник не только

с появлением новых компьютерных технологий, но и в связи с на-
чалом нового этапа математизации знаний, с возникновением таких
математизированных областей знаний, как искусственный интеллект,
большие данные, нейросети и т. д. Информатизация общества стре-
мительно ускоряется, происходит «революция искусственного интел-
лекта», по своему масштабу сопоставимая с предыдущими информа-
ционными революциями [1]. Для перехода к цифровизации потребова-
лось достижение математикой некоторого нового, более высокого уров-
ня развития. Все это свидетельствует о необходимости рассматривать
математизацию знаний как фундамент процесса цифровизации [2].

Необходимо заметить, что на протяжении всей истории развития
математики её основные результаты были получены сначала с помо-
щью экспериментов и индуктивных рассуждений. Ускорение процесса
математизации знаний произошло в XVII веке в результате решения
с помощью экспериментов ряда прикладных задач Кеплером, Кава-
льери и другими учеными. Значительный вклад в этот процесс внесли
Г. Лейбниц и И. Ньютон, но и они при доказательствах тоже опирались
на индуктивные рассуждения.

С конца XIX века в математике преобладающим стал теоретико-
множественный подход, который позволил значительно повысить стро-
гость математических доказательств, опираясь на теорию множеств и
аксиоматический метод. Идеи новой аксиоматической парадигмы в ма-
тематике были связаны, прежде всего, с развитием математической ло-
гики, абстрактной алгебры, топологии. Наглядным примером исполь-
зования этих идей стал многотомный труд группы французских ма-
тематиков под псевдонимом Н. Бурбаки. Большой вклад в становление
этой парадигмы в математике внёс А. Н. Колмогоров, который построил
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основы аксиоматической теории вероятностей. С этого времени матема-
тика стала образцом применения логики и точных понятий в научных
исследованиях.

Строгая логическая структура математики с середины XX века на-
чала преобладать и при построении школьных и вузовских математи-
ческих курсов. Такие курсы приобрели в основном теоретический ха-
рактер, а авторы пособий и учебников по математике стремились всё
логически обосновать и доказать. Однако во многих случаях они были
вынуждены заменять строгую логику доказательств некими компро-
миссами.

Начиная с 60-70-х годов XX века идеи аксиоматического построения
математики стали уступать место другим направлениям, которые ока-
зались ближе к практике и экспериментам. Ряд крупных математиков,
в частности В. И. Арнольд, выступили с критикой принципов аксио-
матического мышления. По мнению М. Клайна, «математика утратила
определённость, критерии абсолютной истинности и неизменности» [3].

В наше время различные направления в математике, в частности
вероятностные методы, стали широко применяться не только в физи-
ке, но и во многих других науках. Математика находит все большее
применение не только в традиционно близких ей науках, но и таких,
как социология, психология, история и др. В научный аппарат многих
областей знаний вошли такие математические понятия, как алгоритм,
модель, отношение, изоморфизм и др. Характерной чертой математиза-
ции становится взаимодействие различных её направлений, в том числе
экспериментальных и теоретических методов, жёсткого и мягкого моде-
лирования и т. д. Это взаимодействие создаёт синергетический эффект,
который способствует выходу математических исследований на новый
уровень [4].

С появлением программных средств для обработки математиче-
ских данных существенно увеличились возможности проведения экс-
периментов с объектами математических исследований, вычислитель-
ными экспериментами, заменяющими реальные натурные эксперимен-
ты. Сравнение возросшей роли математики и роли компьютера привел
В. А. Садовничий: «Если за 20 лет (с 1992 по 2012) скорость компьюте-
ров увеличилась примерно в 8 тысяч раз, то за счёт развития матема-
тических методов скорость расчетов увеличилась более чем в 400 тысяч
раз...» [5].

Использование систем компьютерной математики оказало заметное
влияние на подходы к математическому мышлению и на всю матема-
тическую парадигму. Все чаще обсуждается необходимость внедрения
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методов экспериментальной математики не только в научные иссле-
дования, но и в образовательный процесс. Эти методы рассматрива-
ются как ключ к успешной реализации исследовательского обучения
как в школьных, так и в университетских математических курсах.

Впервые термин «экспериментальная математика» в современном
понимании, по-видимому, использовал академик Н. Н. Красовский. Од-
нако широкое распространение в научном мире данный термин получил
лишь в последнее десятилетие XX века. С этим подходом связаны на-
дежды на более глубокое вовлечение как студентов, так и школьников
в исследовательскую деятельность и развитие их аналитических способ-
ностей. В результате актуальность внедрения методов эксперименталь-
ной математики в учебный процесс становится все более очевидной, что
открывает новые горизонты для повышения эффективности обучения
и подготовки будущих специалистов.

Тем не менее, мышление преобладающей части педагогов и авторов
учебников все же остаётся в пределах аксиоматической парадигмы. По-
прежнему наблюдается стремление все обосновать и доказать, в то вре-
мя как методы исследовательского обучения получают недостаточное
применение. Содержание математических курсов остаётся верным тра-
дициям и не отражает современных реалий, связанных с появлением но-
вых компьютерных технологий. В настоящее время в математике наи-
более яркими примерами исследований, соответствующими цифровой
эпохе, являются математическое моделирование, дискретная математи-
ка и вычислительные процессы.

В современном обществе становится всё более очевидным, что уча-
щиеся в школах и вузах должны быть освобождены от необходимости
вручную выполнять сложные символьные преобразования и запоми-
нать обширные массивы информации. Образование должно сосредото-
читься на развитии навыков творческого мышления, а не на овладении
рутинными навыками.

2. Материалы и методы

Как показывает анализ литературы, многие учителя и препода-
ватели вузов предприняли шаги по обновлению методов и содержа-
ния обучения математике в соответствии с новой парадигмой, стре-
мясь усилить экспериментальную составляющую и использовать с этой
целью современные цифровые технологии. Подавляющее большинство
из этих инициатив относилось к курсу геометрии с использованием си-
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стем GeoGebra, 1С: Математический конструктор и др., причём как для
школьников, так и для студентов.

Однако основные математические курсы (алгебры, математического
анализа) пытаются перестроить лишь отдельные энтузиасты. Одним из
таких энтузиастов был известный петербургский алгебраист Н. А. Ва-
вилов, работавший в Санкт-Петербургском и ряде зарубежных универ-
ситетов. В одной из своих последних работ [6] он вместе с соавторами
поделился опытом чтения нового курса «Математика и компьютер».

Анализ программ вузовских классических математических дисци-
плин для технических, педагогических и экономических направлений
подготовки и применяемых методик позволяет увидеть значительные
недостатки. Во-первых, это проявляется в консерватизме как при вы-
боре содержания, так и в способах его представления. Основное содер-
жание этих дисциплин не обновлялось во многих вузах более полуве-
ка. Такая застарелость проистекает из того, что последние вузовские
стандарты предполагают, что содержание и наименование курсов опре-
деляются самими вузами, то есть кафедрами. А многие преподаватели
математических кафедр не стремятся к обновлению своих курсов. Во-
вторых, студенты вынуждены вручную решать, например, системы ли-
нейных уравнений с помощью метода Крамера, теряют много времени
на вычисление интегралов, на решение дифференциальных уравнений,
хотя, используя компьютер, все это можно сделать намного быстрее.
Студентам зачастую предлагается большое количество бессмысленных
вычислительно-синтаксических задач, которые не представляют собой
никаких значимых идей.

Такой консерватизм видимо объясняется тем, что значительное чис-
ло учителей и преподавателей вузов выступают против использования
компьютера при изучении математики, полагая, что простое нажатие
кнопок затруднит понимание материала. Однако совершенно ясно, что
в своей будущей профессиональной деятельности современные студен-
ты не будут вручную вычислять интегралы или искать точные решения
уравнений с частными производными.

3. Результаты
Теоретический анализ и выводы из практики работы со студентами

показывают, что задачи, использующие компьютерную алгебру, долж-
ны быть нестандартными и носить исследовательский характер. Для
усвоения теории важно вручную решить несколько упражнений, одна-
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ко это не должно стать регулярной практикой. Основное применение
компьютерных технологий в математике должно заключаться в том,
чтобы акцентировать внимание на их роли в выполнении стандартных
вычислений, которые при ручном режиме требуют слишком много вре-
мени. Кроме того, использование таких технологий должно углубить
понимание математической природы изучаемого предмета. Алгебраи-
ческие задачи хорошо подходят для применения компьютеров в массо-
вом образовании, так как в курсах алгебры уже накоплен опыт исполь-
зования систем формальных вычислений. Более того, именно алгебра
позволяет компьютерам проводить огромные вычисления с бесконечной
точностью.

Разумеется, встаёт вопрос, какую систему компьютерной алгебры
всё же использовать. Чаще всего в качестве таких систем рассматри-
вают Maple и Mathematica, однако их стоимость может стать препят-
ствием для их лицензионного использования в образовательных целях.
В настоящее время представляется, что оптимальным выбором явля-
ется система SageMath (или просто Sage). Её ключевое преимущество
состоит в том, что она доступна для бесплатного использования и ос-
нована на популярном ныне языке Python.

Характерные особенности системы Sage могут стать основой для
анализа ведущих алгебраических идей, включая взаимодействие меж-
ду алгеброй и геометрией, которые можно продемонстрировать при
решении систем полиномиальных уравнений. Здесь естественным об-
разом возникают понятия базиса Грёбнера, классическим методом на-
хождения которого является алгоритм Бухбергера и некоторые его мо-
дификации. Это позволяет продемонстрировать силу достижений ма-
тематики и значимость компьютерной алгебры. Важную роль в этом
контексте могут выполнять многочлены, которые помогают обеспечить
преемственность между учебными программами средней школы и выс-
ших учебных заведений. Многочлены способны стать фундаментом для
курса с использованием компьютерных технологий, позволяя изучать
нелинейную алгебру как «конкретную алгебраическую геометрию» [7].

Необходимо подчеркнуть, что внедрение систем компьютерной ал-
гебры (СКА) в курс математики не должно сводить его к изучению
программирования или численных методов. Основное внимание следует
уделять алгоритмическим задачам и точным расчётам. Компьютерные
эксперименты должны служить поводом для обсуждения значительных
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и глубоких концепций. В математическом образовании крайне важно в
одном курсе соединить как вычисления, так и теоретические идеи.

Одной из проблем при восприятии курса является появление тео-
рем как «откровений», которым потом даются доказательства. Одна-
ко взгляд на математику как на экспериментальную науку позволя-
ет понять теоремы, прежде всего, как экспериментальные факты. Мы
не хотим сказать, что эксперимент должен заменить доказательство,
но только лишь то, что СКА позволяют самостоятельно получить и
осмыслить то, что впоследствии будет строго доказываться. Такие экс-
перименты позволяют наполнить семинарские задачи и обсуждением
важных идей, и знакомством со СКА, и рассмотреть примеры, которые
при ином подходе превращаются в кучу громоздких вычислений.

Приведём примеры из раздела «Векторные пространства», с кото-
рым студенты инженерных специальностей и педагогики-математики
обычно знакомятся в рамках алгебры на первом курсе. Мы будем ра-
ботать обычно с пространством Qn, так как в силу известной теоремы
любое конечномерное векторное пространство над полем Q изоморф-
но Qn. Выбор поля Q вместо более привычного R обусловлен тем, что
в Sage именно поле рациональных чисел относится к точным полям
(внутреннее понятие для структур данных Sage) и потому позволяет не
заботится о погрешностях и точности вычислений. Кроме того, мы со-
знательно рассматриваем случай n > 3, который уже не соответствует
человеческой интуиции о геометрии подпространств.

{sage:} W = QQ^5 #W - векторное пространство Q^5
{sage:} U = W.span([(1,2,3,1,1),(1,0,1,-2,-2),
(2,0,1,-1,0),(0,1,1,0,0)])
{sage:} V = W.span([(1,2,0,0,2),(0,1,-2,3,-3),
(-1,2,1,2,0),(1,1,-2,0,0)])
# Подпространства U и V заданы как линейные оболочки
# Найдём размерности подпространств U и V
{sage:} U.dimension(), V.dimension()
(4, 4)

То есть порождены подпространства, каждое размерности 4. Посмот-
рим, что нам выдаст система, если мы просто спросим, что из себя
представляют объекты U и V .

{sage:} U
Vector space of degree 5 and dimension 4 over Rational Field



60 Тестов В. А., Попков Р. A.

Basis matrix:
[ 1 0 0 0 1]
[ 0 1 0 0 1]
[ 0 0 1 0 -1]
[ 0 0 0 1 1]
{sage:} V
Vector space of degree 5 and dimension 4 over Rational Field
Basis matrix:
[ 1 0 0 0 6/13]
[ 0 1 0 0 10/13]
[ 0 0 1 0 8/13]
[ 0 0 0 1 -11/13]

Видим, что, помимо полной информации о подпространстве, выве-
ден ещё и один из базисов. Здесь уместно задать студентам вопрос, на
что похожи эти векторы, если составить из них матрицу? Sage выдаёт
базис, с её точки зрения, наиболее простого вида — соответствующий
виду расширенной матрицы после прямого и обратного ходов Гаусса
при решении системы линейных уравнений.

Узнаем размерности суммы и пересечения подпространств U и V .

{sage:} (U + V).dimension()
5
# То есть U + V = Q^5
{sage:} (V.intersection(W)).dimension()
3
# размерности пересечения равна 3

Мы можем узнать и больше о подпространстве U ∩ V .

{sage:} (U.intersection(V))
Vector space of degree 5 and dimension 3 over Rational Field
Basis matrix:
[ 1 0 0 -7/24 17/24]
[ 0 1 0 -1/8 7/8]
[ 0 0 1 7/8 -1/8]

Ряд подобных экспериментов (причём можно рассмотреть и другие
точные поля, например конечные) позволяют студентам сформулиро-
вать гипотезу, что dim(U + V ) = dimU + dimV − dim(U ∩ V ), которая
потом уже может быть доказана.
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Для проверки понимания теории можно спросить студентов, явля-
ется ли пересечение подпространств подпространством каждого из из-
начальных подпространств. Если они затрудняются с ответом, то пусть
зададут этот вопрос Sage.

{sage:} (U.intersection(V)).is_subspace(V)
#Является ли пространство подпространством другого?
True
{sage:} U.is_subspace(V)
False

Традиционные трудности вызывают фактор-структуры (в частно-
сти, фактор-пространства) и связанные с ними теоремы. Увидим, что
выдаёт Sage, если попросить её определить размерности (U + V )/U

и V/(U ∩ V ).

# (A).quotient(B) - факторпространство A/B
{sage:} ((U + V).quotient(V)).dimension()
1
{sage:} (V.quotient(U.intersection(V))).dimension()
1

Несколько подобных вычислений если и не помогут сформулиро-
вать, то облегчат восприятие теоремы Нётер об изоморфизме: если
U, V ≤ W , то (U + V )/U ≃ V/(U ∩ V ).

Часто подпространства возникают в связи с рассмотрением ядер
и образов гомоморфизмов, которые в случае конечномерных про-
странств задаются в привычном для студентов матричном виде.

{sage:} A = matrix(QQ, 3, 5,
[2, 2, -1, 2, -1,
2, 1, 1, 2, -1/2,
2, -2, -1, 2, -1/2])
# матрица 3 на 5 с рациональными элементами
# задаёт гомоморфизм из Q^5 в Q^3
{sage:} A.kernel() # найдём ядро гомоморфизма
Vector space of degree 3 and dimension 0 over Rational Field
Basis matrix:
[]
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Видно, что система выдала тривиальное ядро. Однако если вручную
просто решить систему уравнений, то ядро получится другим. В чём
проблема? Подсказка содержится в выданном Sage ответе: ядро — под-
пространство в Q3, однако мы понимает, что оно должно быть под-
пространством в Q5. Здесь можно попросить студентов поисследовать
справочную систему Sage и найти объяснение: по умолчанию ищется
левое ядро (left_kernel, kernel). Нам же надо найти правое.

{sage:} A.right_kernel() # правое ядро
Vector space of degree 5 and dimension 2 over Rational Field
Basis matrix:
[ 1 0 0 -1 0]
[ 0 1 -3/2 9/4 8]

С аналогичной проблемой мы столкнёмся, если попробуем найти об-
раз гомоморфизма.

{sage:} A.image()
Vector space of degree 5 and dimension 3 over Rational Field
Basis matrix:
[ 1 0 0 1 -9/32]
[ 0 1 0 0 -1/8]
[ 0 0 1 0 3/16]

Ясно, что образ не может быть подпространством Q5, так как дол-
жен находиться в Q3. Дело в том, что Sage по умолчанию находит образ
как линейную оболочку строк матрицы гомоморфизма. Решение про-
блемы должно быть найдено студентами без труда — транспонирование
матрицы.

{sage:} (A.transpose()).image()
Vector space of degree 3 and dimension 3 over Rational Field
Basis matrix:
[1 0 0]
[0 1 0]
[0 0 1]
# образом является всё пространство Q^3.

Ряд аналогичных экспериментов позволяет сформулировать тере-
му о сумме размерностей ядра и образа гомоморфизма A : U → V :
dimkerA+ dim imA = dimU .



Исследовательское обучение математике и СКА 63

Заметим, что в рамках Sage возможны разные подходы к одной за-
даче. Так, можно изначально задать подпространство как линейную
оболочку столбцов матрицы.

{sage:} A.column_space()
Vector space of degree 3 and dimension 3 over Rational Field
Basis matrix:
[1 0 0]
[0 1 0]
[0 0 1]

Видно, что результат совпадает с предыдущим. Так как kerA ≤
U , то, естественно, возникает вопрос о фактор-пространстве U/ kerA.
Зададим его Sage.

{sage:} (QQ^5).quotient(A.right_kernel())
Vector space quotient V/W of dimension 3
over Rational Field where

Подобные результаты приводят к формулировке теоремы:
U/ kerA ≃ imA. Таким образом, ряд фундаментальных теорем
возникает как результат экспериментов, причём не численных,
а точных.

Возможности Sage позволяют рассмотреть и менее традиционные
задачи, например, о пространствах над конечными полями. Напри-
мер, найдём число k-мерных подпространств n-мерного пространства
над полем Fq, k ≤ n. Пусть q = 8, n = 5.

{sage:} V = VectorSpace(GF(7), 5)
{sage:} V0 = V.subspaces(0); list(V0)
# выводим все подпространства V размерности 0
[Vector space of degree 5 and dimension 0 over Finite Field
of size 7
Basis matrix:
[]]

Если k > 0, то список из подпространств получается уже достаточно
длинным, приведём лишь начало ответа при k = 1.
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{sage:} V1 = list(V.subspaces(0)); V1
# выводим все подпространства V размерности 1
[Vector space of degree 5 and dimension 1 over Finite Field
of size 7
Basis matrix:
[1 0 0 0 0],
Vector space of degree 5 and dimension 1 over Finite Field

of size 7
Basis matrix:
[1 0 0 0 1]...

Однако нам и не нужны элементы списка, нужна лишь его длина.

{sage:} V0 = list(V.subspaces(0)); len(V0)
1
{sage:} V1 = list(V.subspaces(1)); len(V1)
2801
{sage:} V2 = list(V.subspaces(2)); len(V2)
140050
{sage:} V3 = list(V.subspaces(3)); len(V3)
140050
{sage:} V4 = list(V.subspaces(4)); len(V4)
2801
{sage:} V5 = list(V.subspaces(5)); len(V5)
1

Данные результаты хотя и не позволяют определить нужную фор-
мулу, однако показывают, что она должна быть достаточно симметрич-
ной. Аналогичная симметрия встречается, например, в биномиальных
коэффициентах. Здесь ответ студенты должны получить из соображе-
ний, использующих как алгебру, так и комбинаторику, а полученные
результаты позволяют проверить его правильность. Ответом является
q-биномиальный коэффициент.

В качестве экспериментальной задачи студентам можно предло-
жить, например, такую, ответ в которой сразу далеко не очевиден:

В пространстве R[x]8 заданы два подпространства

V1 = {f(x) ∈ R[x]8 | f(1) = f ′(1) = f ′′(1) = f ′′′(1) = 0} ,

V2 =
{
f(x) ∈ R[x]8 | f(−1) = f ′(−1) = f ′′(−1) = f ′′′(−1) = f IV (−1) = 0

}
.
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Нужно найти базисы суммы и пересечения этих подпространств. Бла-
годаря изоморфизму R[x]8 ≃ R9 можно перейти к подпространствам
в R9 заданными системами уравнений. После этого решение становится
идейно простым, а вычисления перепоручаются СКА. Разумеется, по-
сле этого стоит обсудить и более концептуальное решение без вычисле-
ний, основанное на том, что кратные корни — это корни производных.
Приведём начало СКА-решения. При этом мы стремимся не к опти-
мальности кода, а к его понятности, и экономим своё время, а не ком-
пьютерное.

{sage:} var(’x, a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8’)
{sage:} P = a0 + a1*x + a2*x^2 + a3*x^3 + a4*x^4 + a5*x^5 +
a6*x^6 + a7*x^7 + a8^x^8
# Произвольный многочлен 8-й степени
{sage:} l0 = P.subs(x=1)l, l0 # P(1)
a0 + a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 + a8
{sage:} l1 = P.diff(x).subs(x=1); l1 # P’(1)
a1 + 2*a2 + 3*a3 + 4*a4 + 5*a5 + 6*a6 + 7*a7 + 8*a8
{sage:} l2 = P.diff(x).diff(x).subs(x=1); l2 # P’’(1)
2*a2 + 6*a3 + 12*a4 + 20*a5 + 30*a6 + 42*a7 + 56*a8
{sage:} l2 = P.diff(x).diff(x).diff(x).subs(x=1); l3 # P’’’(1)
6*a3 + 24*a4 + 60*a5 + 120*a6 + 210*a7 + 336*a8
{sage:} eq = [l0 == 0, l1 == 0, l2 == 0, l3 == 0]; eq
[a0 + a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 + a8 == 0,
a1 + 2*a2 + 3*a3 + 4*a4 + 5*a5 + 6*a6 + 7*a7 + 8*a8 == 0,
2*a2 + 6*a3 + 12*a4 + 20*a5 + 30*a6 + 42*a7 + 56*a8 == 0,
6*a3 + 24*a4 + 60*a5 + 120*a6 + 210*a7 + 336*a8 == 0]

{sage:} solve(eq, a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8)
[[a0 == 35*r1 + 20*r2 + 10*r3 + 4*r4 + r5,
a1 == -120*r1 - 70*r2 - 36*r3 - 15*r4 - 4*r5,
a2 == 140*r1 + 84*r2 + 45*r3 + 20*r4 + 6*r5,
a3 == -56*r1 - 35*r2 - 20*r3 - 10*r4 - 4*r5,
a4 == r5, a5 == r4, a6 == r3, a7 == r2, a8 == r1]]

Отсюда видно, что dimV1 = 5. Аналогично можно рассмотреть V2,
перейти к ФСР каждой из систем, найти сумму и пересечение уже под-
пространств в R9. Основной содержательный этап этой работы — воз-
вращение в R[x]8 и интерпретация результатов для многочленов. Понят-
но, что аналогичные задачи можно придумать для пространств разной
природы над разными полями.
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4. Заключение
В заключение отметим, что процесс цифровой трансформации в на-

уке и образовании, основанный на достижениях математики, способ-
ствует совершенствованию и человеческого мышления. Но в большин-
стве случаев уровень математической подготовки и особенно её фун-
даментальность не соответствует современным требованиям. Все более
очевидной становится необходимость улучшения математической под-
готовки в школах и вузах, а также внедрения систем компьютерной
алгебры в учебные курсы математики.
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1. Введение
Шунгитовым называют углерод, который в различной форме про-

явлений и с различной концентрацией присутствует в горных породах
Карелии в районе Онежского озера [1]. Вопрос о строгом описании
его структуры является дискуссионным, что проявляется в существо-
вании как минимум трех структурных моделей [2]. Ключевым методом
для изучения строения разупорядоченных углеродных веществ являет-
ся микроскопия высокого разрешения [3; 4]. Согласно данному методу,
шунгитовый углерод состоит из графеновых слоев, размеры которых со-
ставляют первые нанометры, и их разнообразных агрегатов в виде сто-
пок графеновых слоев, лент, многослойных фуллереноподобных глобул.
Углерод шунгитов проявляет себя как слабо упорядоченный графит [5],
аморфный углерод [6], фуллереноподобный углерод [7] и др. При этом
даже современные методы изучения не позволяют построить однознач-
ную картину распределения этих структурных единиц, оценить их от-
ношения, найти преобладающий тип структуры.

2. Методы и материалы
Современные представления о структуре шунгитового углерода

сформировались прежде всего по данным высокоразрешающей просве-
чивающей электронной микроскопии (ВРПЭМ, далее — ЭМ) [2; 8–10].

Основными наноструктурными элементами шунгитового углерода
являются пачки графеновых слоев, ленты и многослойные фуллерено-
подобные глобулы.

Пачки представляют собой собранные в стопку графеновые слои со
средним расстоянием между слоями около 0.350 нм, размеры их состав-
ляют первые нанометры. Слои чаще всего слегка изогнутые. На рис. 1a
черной рамкой обведена характерная компактная пачка.

Лента представляет собой протяженный (до нескольких десятков
нанометров) агрегат графеновых слоев толщиной в несколько слоев,
многократно изогнутый и часто перевитый. Основным отличием пачек
от лент мы считаем отношение длины к ширине этой наноструктуры.
Для целей исследования мы вводим величину 3:1 как границу, отделяю-
щую ленту (где это соотношение больше) от пачки (где это соотношение
меньше или равно). На рис. 1a внутри белой рамки находится лента со
слоями, изгибающимися практически под прямым углом.

Из-за сложной и незакономерной наноструктуры чаще всего доступ-
но только ее качественное описание. На этом фоне перспективным пу-
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тем оценки структурной упорядоченности и пористости является ма-
тематическая обработка картин ЭМ. В частности, путем ручной обра-
ботки картин микроскопии, например, была обнаружена связь с про-
водимостью некоторых структурных характеристик шунгитового угле-
рода [11–14]. Взаимосвязь электрических, проводящих и отражающих
свойств шунгитов с их структурными характеристиками описаны ав-
торами, использующими и другие математические модели [15–17]. Ав-
томатизированная обработка картин ЭМ позволяет исключить субъек-
тивный момент из анализа и сделать результаты доступными и прове-
ряемыми для других исследователей.

Рис. 1a. Исходное изображение
карты шунгита

Рис. 1b. Карта шунгита
после фильтрации

Целью настоящего исследования является цифровая обработка изоб-
ражений ЭМ шунгитового углерода с целью выделить характерные
структурные элементы. Для решения описанной задачи был разработан
алгоритм с использованием технологии компьютерного зрения на базе
языка Python, популярного инструмента для анализа данных (см., на-
пример, [18; 19]).

3. Применение метода компьютерного зрения для анализа
изображений ВРПЭМ шунгита

3.1. Предварительная обработка изображения
Изображения шунгита, получаемые методом ЭМ (пример на рис. 1a)

имеют малый уровень контраста и высокую степень зашумленности,
что делает невозможным прямое применение алгоритмов анализа без
предварительной обработки.
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Для обработки была выбрана следующая последовательность про-
цедур фильтрации:

1. Незначительное общее поднятие контраста изображения для улуч-
шения работы последующих фильтров.

2. Медианный фильтр, предназначенный для подавления импульс-
ных помех в сигнале, позволяющий эффективно удалить мелкий
шум, за счёт чего происходит «слияние» в единые элементы име-
ющихся на изображениях ЭМ полос.

3. Фильтр «Разница по Гауссу», представляющий собой алгоритм по-
иска краёв на изображении за счет нахождения разницы резуль-
татов двух гауссовых размываний; при обработке ЭМ позволяет
повысить чёткость границ искомых элементов.

4. Фильтр Собеля, позволяющий дополнительно уточнить границы
элементов и эффективно отделить от них пиксели, находящие-
ся между элементами и содержащие шумовую информацию. Эти
пиксели в последующем удаляются в автоматическом режиме.

Обработка производилась с использованием свободного программ-
ного обеспечения Gimp 2, но её можно реализовать и в виде программ-
ного алгоритма с использованием библиотек для языка Python из паке-
та scikit-image или конвейерного редактора изображений ImageMagick.
Выполнение указанных процедур позволяет радикально очистить изоб-
ражение ЭМ шунгита от шума (рис. 1b).

3.2. Поиск структурных элементов шунгита на изображениях
микроскопии

Задачу поиска объекта на изображении (по англ. Object detection)
можно решать различными программными средствами. В рамках дан-
ного исследования был разработан алгоритм на основе компонента
Template Matching (поиск по шаблону) библиотеки компьютерного зре-
ния OpenCV для языка Python.

Функция Template Matching требует для работы два изображения —
исходное, на котором производится поиск, и шаблона, который по раз-
меру в пикселях не должен превышать исходное. Программный алго-
ритм библиотеки последовательно совмещает шаблон со всеми возмож-
ными участками исходного изображения, вычисляя специальную мет-
рику для оценки сходства. Библиотека поддерживает шесть различных
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метрик, из которых можно выбрать ту, которая позволяет получить
наиболее точный результат для исследуемой карты шунгита. Так, для
реализации алгоритма использовалась метрика следующего вида (в тер-
минах библиотеки TM_SQDIFF_NORMED):

R(x, y) =

∑
x′,y′

(T (x′, y′)− I(x+ x′, y + y′))2√∑
x′,y′

T (x′, y′)2
∑
x′,y′

I(x+ x′, y + y′)2
, (1)

где T (x, y) — значения пикселей шаблонного изображения, I(x, y) —
пиксели исходного. Функция возвращает матрицу, в ячейках которой
записаны значения метрики.

В дальнейшем, анализируя массив и находя ячейки со значением,
близким к минимальному или максимальному (в зависимости от кон-
кретной выбранной метрики), можно определить участки изображения,
наиболее схожие с выбранным шаблоном.

Для улучшения точности работы алгоритм был разбит на две ча-
сти. Перед непосредственным поиском пачек и лент на изображении
определялись неконтрастные области без четко выраженной структу-
ры с помощью специального шаблона с шумом.

Рассмотрим подробнее программную реализацию анализа поиска
структурных элементов на изображениях ЭМ с фрагментами программ-
ного кода.

Перед работой с изображениями необходимо перевести их в моно-
хромное цветовое пространство, в противном случае возникает необхо-
димость работы с многомерными массивами. Эта процедура выполня-
ется встроенными в OpenCV функциями:

src = cv2.imread("cart-test.jpg")
pattern = cv2.imread("noise-pattern.jpg")
src = cv2.cvtColor(src, cv2.COLOR_RGB2GRAY)
pattern = cv2.cvtColor(pattern, cv2.COLOR_RGB2GRAY)

Файл cart-test.jpg содержит исходную карту, файл noise-
pattern.jpg — шаблон с шумом.

Задаем метод вычисления метрики и вызываем основную функцию
для работы с шаблоном. Матрица result является программной реа-
лизацией матрицы из формулы (1). Функция minMaxLoc возвращает
максимальное, минимальное значения в матрице и их позиции:
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method = cv2.TM_SQDIFF_NORMED
result = cv2.matchTemplate(src2, pattern, method)

Исходная исследуемая карта и графическое отображение получае-
мой матрицы result показаны на рис. 2. Обратим внимание на то, что
размер изображения на рис. 2b меньше, чем на рис. 2a, что связано
с алгоритмом работы функции matchTemplate, при котором сравнение
шаблона с фрагментами основного изображения может производиться
только в пределах последнего. Отсюда следует, что размерность матри-
цы result меньше размера исходного изображения в пикселях на размер
шаблона.

Рис. 2a. Исследуемая карта шунгита Рис. 2b. Матрица result

Вследствие того что мы используем метрику
TM_SQDIFF_NORMED, наибольшее сходство соответствует ми-
нимальным значениям ячеек матрицы, соответственно более темные
области на рис. 2b соответствуют шумовым областям, более светлые —
областям с выраженной полосовой структурой. Именно в последних
имеет смысл искать структурные элементы.

Определение пачек и лент производилось аналогичным описанному
выше методом с использованием метрики TM_CCOEFF_NORMED.
Функция matchTemplate при использовании шаблона с полосами воз-
вращает новый массив result_map. Задавая определенное пороговое
значение treshold, из этого массива можно отобрать набор точек, ко-
торые предварительно являются искомыми, то есть соответствуют об-
ластям карты со структурными элементами:
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match_loc = min_loc
(xCoords, yCoords) =
np.where(result > treshold * result_map[match_loc])

Поскольку функция matchTemplate производит последовательный
обход изображения, и в той области, которая близка по содержанию к
шаблону, возникает множество точек матрицы result_map с близкими
значениями. Для решения этой проблемы был адаптирован код функ-
ции non_max_suppression1, позволяющий из множества накладываю-
щихся друг на друга и схожих с шаблоном областей выбирать одну,
после чего она обводится прямоугольной рамкой для визуального кон-
троля.

Последняя стадия фильтрации областей, соответсвующих шаблону
поиска, заключалась в отборе тех, которые лежат в пределах нешумо-
вых регионов (светлые области на рис. 2b).

Итоговый набор отобранных областей, наложенных на исходную
карту, изображен на рис. 3. На этом же рисунке в виде наложенного по-
лупрозрачного слоя представлен результат поиска шумовых областей,
отдельно изображенный на рис. 2b.

4. Заключение
Обнаруженным недостатком метода поиска по шаблону примени-

тельно к изображениям ЭМ является невысокая точность и негибкость.
Для определения лент, ориентированных под углом, имеющих различ-
ную длину и ширину, необходимо модифицировать шаблон поиска (биб-
лиотека OpenCV имеет встроенную функцию для аффинных преобра-
зований изображений, например вращений и растяжений) и использо-
вать метод прямого перебора. При этом метод перебора, очевидно, не
подходит для поиска искривленных лент. Вероятно, наиболее рацио-
нальным подходом, обеспечивающим высокую адаптивность к слож-
но структурированным изображениям, будет применение нейросетевой
технологии.

Анализируя рис. 3, можно видеть, что разработанная программа
позволяет обнаруживать четко определяемые пачки, а протяженные
ленты разбивает на отдельные фрагменты, считая их пачками. Так-
же описанный выше алгоритм позволяет удовлетворительно отделить
сильно зашумленные области, непригодные для дальнейшего анализа.

1Оригинал доступен по ссылке: https://pyimagesearch.com/2015/02/16/faster-non-
maximum-suppression-python/ (дата обращения: 31.10.2024).
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Рис. 3. Результат работы алгоритма

Данную часть программы можно применять как фильтр в дальней-
ших разработках более совершенных систем распознавания структур-
ных элементов шунгита.
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Аннотация.
Решение уравнений в частных производных для произволь-

ной области является нетривиальной задачей. В статье приводит-
ся алгоритм численного решения задачи Дирихле для уравнения
Пуассона. Приводятся примеры численных расчетов, оценивается
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Abstract. Solving partial differential equations for an arbitrary
domain is a non-trivial task. The article presents an algorithm for
numerically solving the Dirichlet problem for the Poisson’s equation.
Examples of numerical calculations are given, and the error of the
results obtained is estimated.
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1. Введение
В математическом моделировании уравнения эллиптического типа

используются для определения стационарных состояний различной фи-
зической природы. Примером таких уравнений являются уравнения Ла-
пласа и Пуассона [1]. Существуют как аналитические методы решения
названных уравнений, например метод разделения переменных, исполь-
зование функции источника (функции Грина) [1], так и численные мето-
ды, например метод конечных элементов, метод Либмана [2; 3]. Решения
строят, как правило, для простейших областей, например прямоуголь-
ной или круглой.

Важным является оператор Лапласа и в механике пластин и оболо-
чек, так как на его основе определяется бигармонический оператор, на
основе которого формулируются уравнения равновесия пластин [2; 4].
При этом востребовано как быстродействие и точность методов, так и
применимость к произвольным областям.

Все сказанное обусловливает востребованность усовершенствования
методов решения уравнения Пуассона.
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В численных методах для решения систем уравнений с большим чис-
лом узлов оказываются удобны итерационные методы – одним из наи-
более простых и одновременно эффективных является процесс усред-
нения Либмана.

Метод Либмана основан на идее последовательного улучшения при-
ближённого решения. На каждом шаге итерации вычисляется новое
значение для каждой переменной на основе её предыдущего значения
и текущих значений окружающих переменных.

Простота метода Либмана делает его привлекательным для реализа-
ции на ЭВМ, так как он не требует хранения больших объемов данных и
обладает высокой устойчивостью к ошибкам округления. Эти свойства
делают его удобным инструментом для инженерных и научных вычис-
лений, позволяя эффективно решать задачи, возникающие в различных
областях науки и техники.

Цель данной статьи – решить методом Либмана задачу Дирихле для
уравнения Пуассона в произвольной области.

2. Материалы и методы
Применение теоретического метода позволило провести анализ су-

ществующих методов решения дифференциальных уравнений в част-
ных производных и выбор метода Либмана для непосредственного ре-
шения. Практические методы заключаются в написании программы
на языке Python [5] с последующим проведением численного экспери-
мента.

3. Результаты
3.1. Постановка задачи
Задачу Дирихле для уравнения Пуассона в двумерной односвязной

области D ⊂ R2 можно записать в следующем виде:

∆u = f,

u|G = g, (1)

где
u = u(x, y), f = f(x, y), (x, y) ∈ D,

g = g(x, y), (x, y) ∈ G,

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
− оператор Лапласа в декартовых координатах.
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3.2. Метод Либмана
При построении графиков решений эллиптического уравнения при-

ходится выбирать или численное моделирование, или построение точ-
ных аналитических решений в виде рядов или интегралов с последу-
ющим их упрощением. В обоих случаях приходится использовать чис-
ленные методы.

Рассмотрим решение задачи (1) с использованием итерационного ме-
тод Либмана [3]. Для этого выберем прямоугольную сетку с узлами
(xm, yn), где

xm = mh, m = 0,±1,±2, ...;

yn = nl, n = 0,±1,±2, ...; h > 0, l > 0.

К сеточной области Dh отнесем все узлы, принадлежащие области
D = D ∪G (рис. 1) [6].

Рис. 1. Распределение узлов [6]

На основе пятиточечного шаблона (рис. 2) разобьем узлы области на
две категории – внутренние и граничные. Узел (m,n) считается внут-
ренним, если он сам и четыре соседние точки шаблона принадлежат
области Dh, внутренние узлы помечены на рис. 1 знаком ◦, их множе-
ство обозначим через D◦

h. Остальные узлы назовем граничными, они
помечены на рис. 1 знаком *, множество этих узлов обозначим через
Gh. В итоге получаем, что Dh = D◦

h ∪ Gh. Таким образом, разбиение
узлов области Dh на внутренние и граничные зависит от того, какой
шаблон выбран для аппроксимации дифференциального уравнения.

Рассмотрим узел (m,n) ∈ D◦
h. Тогда уравнение (1)1 во внутренних

узлах принимает вид
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Рис. 2. Пятиточечный шаблон

∂2u

∂x2
|(xm,yn) +

∂2u

∂y2
|(xm,yn) = f(xm, yn), (2)

где в соответствии с работой [6]

∂2u

∂x2
|(xm,yn) ≈

u(xm+1, yn)− 2u(xm, yn) + u(xm−1, yn)

h2
,

∂2u

∂y2
|(xm,yn) ≈

u(xm, yn+1)− 2u(xm, yn) + u(xm, yn−1)

l2
. (3)

Подставляя выражения (3) в уравнение (2), будем иметь

u(xm+1, yn)− 2u(xm, yn) + u(xm−1, yn)

h2
+

+
u(xm, yn+1)− 2u(xm, yn) + u(xm, yn−1)

l2
= f(xm, yn), (m,n) ∈ D◦

h. (4)

Умножив обе части разностных уравнений (4) на h2l2 и разделив
полученные равенства на 2(h2 + l2), имеем

umn =
l2(um+1,n + um−1,n) + h2(um,n+1 + um,n−1)

2(h2 + l2)
− h2l2

2(h2 + l2)
fmn, (5)

где fmn = fxm,yn .

Итерационный процесс Либмана для полученной системы (5) имеет
вид

u(k)
mn =

l2(u
(k)
m+1,n + u

(k)
m−1,n) + h2(u

(k)
m,n+1 + u

(k)
m,n−1)

2(h2 + l2)
− h2l2

2(h2 + l2)
fmn,

k = 0, 1, 2, ... (6)
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В случае h = l процесс (6) для уравнения Пуассона можно предста-
вить так:

u(k)
mn =

1

4
[u

(k)
m+1,n + u

(k)
m−1,n + u

(k)
m,n+1 + u

(k)
m,n−1 − h2f(x(k)

m , y(k)n )],

k = 0, 1, 2, ..., (7)

а для уравнения Лапласа – в следующем виде:

u(k)
mn =

1

4
[u

(k)
m+1,n + u

(k)
m−1,n + u

(k)
m,n+1 + u

(k)
m,n−1], k = 0, 1, 2, ...

В работе [6] показано, что итерационный процесс (6) сходится,
то есть существует

lim
k→∞

u(k)
mn = umn.

Для ускорения итерационного процесса при вычислении последую-
щих значений необходимо использовать не только значения предыду-
щего приближения, но и текущего.

Для того чтобы начать вычислять последовательные приближе-
ния u

(k)
mn по формуле (7), нужно задать начальное приближение u

(0)
mn.

При этом u
(0)
mn должны удовлетворять граничным условиям

u(0)
mn = g(xm, yn), (xm, yn) ∈ Gh.

Полагая k = 0, 1, ..., последовательно вычисляем по формулам (7)
u
(1)
mn, u

(2)
mn, ..., m = 0, 1, 2, ...,M, n = 0, 1, 2, ..., N. Вычисления u

(k)
mn про-

водим до такого значения k, при котором∣∣u(k+1)
mn − u(k)

mn

∣∣ ≤ ε

для заданного малого числа ε > 0 [6].

3.3. Численный эксперимент
Для проведения численного эксперимента использовался язык про-

граммирования Python [5]. Одним из главных преимуществ Python яв-
ляется большое количество библиотек, которые значительно ускоряют
процесс разработки программ. Например, библиотека matplotlib позво-
ляет создавать красивые и информативные графики, что полезно для
анализа результатов вычислений. Библиотека numpy предоставляет ши-
рокие возможности для работы с многомерными массивами данных, де-
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лая использование численных методов в Python удобным и эффектив-
ным. А библиотека numba позволяет ускорить функции, написанные
на Python, до уровня машинного кода.

Python также широко используется в научных и инженерных рас-
чётах, что делает его идеальным выбором для разработки программ,
связанных с численными методами.

При проведении численного эксперимента во всех случаях на грани-
це использовались значения, полученные в результате аналитического
решения задачи.

Чтобы проверить точность вычислений, были подобраны контроль-
ные примеры. При этом погрешность вычислений определялась по фор-
муле

δ =
∥u− utrue∥
∥utrue∥

· 100%, (8)

где u – решение задачи, вычисленное одним из методов, utrue – точное
решение этой задачи.

Пример 1. Аналитическим решением задачи

∆u = 5e3x cos 2y − 5e2x cos 3y, (x, y) ∈ D,

u|G = e3x cos 2y + e2x cos 3y,

где D – треугольник, задаваемый системой неравенств
y > 2x− 1,

y > −2x+ 1,

y > 0,9,

является функция utrue = e3x cos 2y + e2x cos 3y, (x, y) ∈ D (рис. 3).
Пример 2. Аналитическим решением задачи

∆u = 8 cos2(x+ y)− 4, (x, y) ∈ D,

u|G = sin2(x+ y),

где D – круг, определенный неравенством

(x− 0,5)2 + (y − 0,5)2 < 0,19,

является функция utrue = sin2(x+ y), (x, y) ∈ D (рис. 4).
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Рис. 3. a = 1, b = 1, M = 100, N = 100, ε = 0,000001.
Погрешность после 7179 итераций: 0,005 %

Рис. 4. a = 2, b = 2, M = 100, N = 100, ε = 0,00001.
Погрешность после 6658 итераций 0,65 %

Пример 3. Аналитическим решением задачи

∆u = (2− y2) sinx+ (2− x2) sin y, (x, y) ∈ D,

u|G = x2 sin y + y2 sinx,
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где D – сложная фигура, состоящая из четырёх пересекающихся кругов,
описываемых следующей системой неравенств:

(x− 3)2 + (y − 3)2 < 5,

(x− 3)2 + (y − 7)2 < 5,

(x− 7)2 + (y − 3)2 < 5,

(x− 7)2 + (y − 7)2 < 5,

является функция utrue = x2 sin y + y2 sinx ∈ D (рис. 5).

Рис. 5. a = 10, b = 10, M = 100, N = 100, ε = 0,000001.
Погрешность после 5016 итераций 0,035 %

На рис. 3− 5 приведены примеры работы прораммы. Получено, что
приемлемая погрешность достигается всегда.

4. Обсуждение

Представленная работа была выполнена в рамках курсовой рабо-
ты по направлению «Математика и компьютерные науки», а также яв-
ляется дополнением к лекционному курсу по дисциплине «Численные
методы».

Представленная работа поможет также исследователям, использую-
щим численные методы при решении уравнений в частных производных
в произвольной области.
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