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Аннотация. В статье рассматриваются приемы, позволяю-
щие выделить методы абстрактной алгебры при изучении некото-
рых тем алгебраического курса. На примере тем «Подстановки»,
«Комплексные числа», «Матрицы» и «Многочлены» иллюстри-
руется выделение связей между понятиями, рассматриваемыми
в этих теориях. Выделенные связи позволяют характеризовать
предметность элементов рассматриваемых множеств, процедур-
ность трактовки алгебраических действий, также формализован-
ный характер свойств алгебраических действий. По мнению ав-
торов, указанные обстоятельства можно использовать для иллю-
страции методов абстрактной алгебры.
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Современная ситуация в нашей стране ставит задачу подготовки вы-
пускников вузов, готовых к созданию прорывных технологий. Эта го-
товность применительно к математической подготовке означает, в част-
ности, формирование определенного уровня математического мышле-
ния.

В настоящее время успешная научно-исследовательская работа
невозможна без углубленного понимания той или иной узкой дисци-
плины. Для высокого уровня математического мышления недостаточно
владения фактологическим материалом, важно познать метод, развива-
ющийся в этом материале. В последнее время при изучении алгебраиче-
ского материала все чаще подчеркивается важность систематизации со-
держания (например, [1]) Одними из наиболее важных математических
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методов являются методы абстрактной алгебры: «возрастающее день от
дня значение абстрактной алгебры основано не на полученных резуль-
татах, а на развитых в этой области математики методах» [2, с. 9].

Авторы уже обращались к приемам привлечения студентов к изуче-
нию абстрактной алгебры во внеаудиторной работе [3]. В данной статье
рассматривается один из примеров приобщения студентов к раскрытию
методов абстрактной алгебры при изучении некоторых вопросов алгеб-
раического курса.

Одним из основных методов содержания, рассматриваемого в ву-
зовском курсе алгебры, является метод аксиоматизации. Традиционно
содержание материала выдержано в рамках двух основных блоков: ин-
туитивных теорий (матрицы и определители, комплексные числа и др.)
и аксиоматических теорий (группы, кольца, поля, векторные простран-
ства). Рассмотрим внедрение аксиоматизации на примере интуитивных
теорий.

Выделим общность множеств, рассматриваемых в интуитивных тео-
риях. Элементами множеств таких теорий являются арифметические
векторы, подстановки, матрицы, комплексные числа, многочлены од-
ной и нескольких переменных и др. В курсе алгебры они обычно опре-
деляются следующим образом.

Арифметический вектор — это упорядоченный набор элементов
некоторого множества, поэтому его можно представить в виде

(a1, a2, . . . , an),

где ai принадлежат некоторому (фиксированному) множеству.

Под подстановкой степени n понимают биективное отображение n-
элементного множества на себя. Поскольку опорное множество конечно,
то подстановку можно записать в следующем виде:(

1 2 3 . . . n

f(1) f(2) f(3) . . . f(n)

)
.

Матрицей является таблица элементов, содержащая m строк и n

столбцов:
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
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . .

am1 am2 . . . amn

 .

Комплексное число трактуется как число вида a + bi, где a, b ∈ R,
i2 = −1. Оно допускает геометрическое представление в виде вектора
декартовой плоскости с координатами (a, b) (или точкой с указанными
координатами).

Многочленом от одной переменной (одного аргумента) является вы-
ражение вида

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0.

Итак, указанные объекты (элементы множеств интуитивных теорий)
обладают тем свойством, что имеют представление в виде наглядного
образа (т. е. их можно «записать», «представить», они имеют некоторый
«внешний» вид и т. п.).

Второе общее свойство элементов множеств интуитивных теорий со-
стоит в том, что они связаны непосредственно с «житейскими» пред-
ставлениями, практической деятельностью людей. Например, матри-
ца помогает зафиксировать данные производства продукции различ-
ного вида разными предприятиями, подстановка — смену «очередно-
сти» объектов, арифметический вектор — «координаты» местоположе-
ния и т. п. Другими словами, данные объекты имеют «реальную» при-
роду, или по крайней мере ее можно «придать» объектам.

Оба свойства элементов множеств интуитивных теорий (нагляд-
ность и связь с практикой) схожи со свойствами реальных явлений
(«вещей»), поэтому их можно характеризовать одним свойством — пред-
метности.

С элементами множеств интуитивных теорий выполняются алгеб-
раические действия. В процессе изучения курса алгебры алгебраиче-
ские действия над упомянутыми выше элементами множеств определя-
ют следующим образом:

✓ Умножение подстановок задается правилом композиции отобра-
жений:

(f ◦ g)(x) = f(g(x)).
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✓ Сложение комплексных чисел — покомпонентное сложение дей-
ствительной и мнимой частей соответственно:

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i.

✓ Умножение матриц определяется формулами для вычисления
элементов матрицы:

γij =
n∑

k=1

αikβkj,

где A = (αij)m,n, B = (βij)n,s, C = AB = (γij)m,s.
✓ Действия сложения и умножения многочленов определяются вы-

числением соответствующих коэффициентов по известным формулам.

Таким образом, алгебраические действия с указанными объектами
задаются вполне определенными правилами. Эти правила в основном
имеют вид формул, которые позволяют однозначно определить резуль-
тат операции применительно к каким-либо элементам рассматриваемых
множеств. Чтобы найти результат алгебраического действия примени-
тельно к конкретным элементам, необходимо выполнить определенные
вычисления, задаваемые указанными правилами. Например, чтобы пе-
ремножить две подстановки f и g, нужно на каждый элемент множества
{1, 2, . . . , n} сначала «подействовать» подстановкой g (найти образ от-
носительно этой подстановки), затем на полученный результат «подей-
ствовать» подстановкой f . Иначе говоря, необходимо выполнить после-
довательно вычислительные операции, заданные формулой (правилом)
алгебраического действия. Коли эти операции выполняются последо-
вательно и вполне определены формулой, то в их выполнении имеется
алгоритмичность.

Между элементами множеств интуитивных теорий имеются отноше-
ния, например отношение равенства. В каждом множестве отношения
по своему содержанию различны. Например, равенство подстановок —
это равенство отображений. Поэтому «внешность» двух равных под-

становок может быть различной. Так, подстановки f =

(
1 2 3

2 3 1

)

и g =

(
3 2 1

1 3 2

)
по своему «внешнему виду» различны, но они рав-

ные, так как f(1) = g(1) = 2, f(2) = g(2) = 3, f(3) = g(3) = 1. Чтобы
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установить, находятся ли две подстановки в отношении равенства, т. е.
равны ли они, необходимо выполнить процедуру, адекватную специфи-
ке равенства отображений конечных множеств: для каждого элемента
множества {1, 2, . . . , n} необходимо найти образ, определяемый данны-
ми двумя постановками, а затем установить их совпадение (или несов-
падение). Эта процедура может быть алгоритмизирована каким-либо
образом. Например, следующим образом:

1. Переставить столбцы в таблицах подстановок так, чтобы верхние
строки совпадали.

2. Определить совпадение полученных таблиц подстановок. Если
они совпадают, то подстановки равны, в противном случае — нет.

Равенство матриц, арифметических векторов, многочленов сводится
к равенству их соответствующих компонент. То есть опять же сводит-
ся к алгоритмическим предписаниям выполнения вполне определенных
действий (операций) по установлению равенства рассматриваемых эле-
ментов. Иначе говоря, алгебраические действия и отношения между
элементами множеств интуитивных теорий «процедурны».

Следовательно, одна сторона понятий интуитивных теорий состоит:
а) в предметности элементов рассматриваемых множеств, т. е. что

они означают (как наглядно представляются, истолковываются, из ка-
ких реальных явлений они возникли и т. п.);

б) процедурной трактовке алгебраических действий и отношений,
рассматриваемых на их множествах, т. е. характеризует то, как выпол-
няются алгебраические операции (по каким правилам, формулам).

В понятиях интуитивных теорий имеется и другая сторона форма-
лизованного характера. Элементы множеств интуитивных теорий, как
бы они ни были представлены наглядно и что бы они ни отражали из
реальной действительности, т. е. какова бы ни была их предметность,
они — элементы множеств, т. е. части той совокупности, которая «мыс-
лится как единое целое». Они обозначаются символами или комбинаци-
ями букв и знаков.

Как бы ни было задано равенство элементов интуитивных множеств,
оно обладает рядом свойств (рефлексивность, симметричность, транзи-
тивность, подстановочность) формализованной сущности.

Элементы множеств можно группировать в подмножества. Напри-
мер, среди комплексных чисел можно выделить чисто мнимые числа,
гауссовы числа и т. д., среди подстановок — циклы, среди матриц —
невырожденные и т. п. Ясно, что состав выделяемых подмножеств бу-
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дет различным, но сущность процесса «выделения» по своей форме
(синтаксическому выражению) одинакова: определяется характеристи-
ческое свойство элементов выделяемого подмножества, понятно его от-
ношение ко всему множеству (отношение включения) и отношения меж-
ду другими подмножествами этого же множества и т. д. Результатив-
ность «выделения» подмножеств также имеет формализованную общ-
ность. Она связана с новыми «объектами» в интуитивных теориях —
подмножествами. Подмножества могут находиться в отношении вклю-
чения. Вне зависимости от того, на подмножествах какого множества
интуитивной теории оно рассматривается, включение обладает такими
формализованными свойствами, как транзитивность, рефлексивность
и антисимметричность (т. е. является отношением порядка). Равенство
множеств определяется в соответствии с принципом объемности: два
множества равны, если они состоят из одних и тех же элементов, или:
два множества равны тогда и только тогда, когда каждое является под-
множеством второго. В символическом виде:

A = B ⇔ (∀x)((x ∈ A ⇒ x ∈ B) ∧ (x ∈ B ⇒ x ∈ A)).

Иначе говоря, равенство множеств сводится к отношению «быть эле-
ментом множества», т. е. «равенство множеств (подмножеств)» связано
с понятием «равенство элементов» в формализованном плане.

Такого же рода связи имеются и между алгебраическими действия-
ми и отношениями на множествах интуитивных теорий. Так, конкрет-
ная алгебраическая операция на рассматриваемом множестве по сути
задает отображение его декартовой степени в себя со всеми существен-
ными свойствами понятия отображения. Имеются связи между свой-
ствами алгебраических операций на различных множествах, которые
формальны по существу. Например, умножение матриц, сложение ком-
плексных чисел, умножение подстановок и другие обладают свойством
ассоциативности, которое может быть записано своей формой в извест-
ном виде:

(a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c).

При этом символы a, b, c означают элементы конкретного множе-
ства, а ◦ — рассматриваемую бинарную операцию. Естественно, дока-
зательства этого свойства в конкретных множествах имеют отличия,
обусловленные «природой» алгебраической операции, той операцион-
ной компонентой, которая задает алгебраическое действие.
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Прокомментируем сказанное двумя примерами.
Пример 1. Рассмотрим множество матриц с числовыми компонента-

ми. Пусть имеются три матрицы A = (aij)m,n, B = (bij)n,k, C = (cij)kt.
Обозначим: AB = (uij)m,k, BC = (vij)n,t, A(BC) = (xij)m,t, (AB)C =

= (yij)m,t. По определению произведения матриц:

xij =
n∑

s=1

aisvsj =
n∑

s=1

ais

k∑
l=1

bslclj =
n∑

s=1

k∑
l=1

aisbslclj =

=
k∑

l=1

((
n∑

s=1

aisbsl

)
clj

)
=

k∑
l=1

uilclj = yij.

Итак, (∀i ∈ {1, 2, . . . , n})(∀j ∈ {1, 2, . . . , t})(xij = yij). Следовательно,
A(BC) = (AB)C.

Пример 2. Рассмотрим множество Sn подстановок степени n.
Пусть f, g, h — некоторые подстановки из Sn. Выберем произвольно
x ∈ {1, 2, . . . , n}. Тогда по определению произведения подстановок:

(f(gh))(x) = f((gh)(x)) = f(g(h(x))) = (fg)(h(x)) = ((fg)h)(x).

Итак, (∀x ∈ {1, 2, . . . , n})((f(gh))(x) = ((fg)h)(x)). Следовательно,
f(gh) = (fg)h.

Сравним выводы примера 1 и примера 2 (они подчеркнуты). По язы-
ковому выражению они одинаковы, но по содержанию — нет. В первом
случае речь идет о равенстве матриц, во втором — о равенстве отоб-
ражений. Поэтому доказательства основываются на специфике элемен-
тов множеств и правил алгебраических действий на них. То есть по
содержанию доказательства различны, но идея доказательства сходна.
Используются:

— определения равных элементов, которые в каждом конкретном
случае имеют содержательные отличия, но общие формальные особен-
ности, указанные выше;

— правила алгебраических действий, введенных на данных множе-
ствах, которые имеют содержательные особенности, но общие связи
формализованного направления.

Обратимся к строению интуитивных теорий (рис.). Первые два бло-
ка в схеме на рисунке означают задание множества и алгебраических
операций на нем, что неизбежно присутствует в любой интуитивной тео-
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рии. Понятия «множество» и «алгебраическая операция» для интуитив-
ной теории означает три компонента характеристики основных понятий
интуитивной теории (следующий блок схемы): природа элементов, ха-
рактеристические свойства элементов, способ задания алгебраического
действия.

МНОЖЕСТВО -

?

H
HHH

HHj ?

АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ
ОПЕРАЦИЯ

природа
элементов

характеристические
свойства элементов

способ
задания

?

базисные свойства

свойства интуитивной теории
?

Рис. Строение интуитивной теории

Из характеристик основных понятий алгебраической структуры ло-
гически вытекают свойства интуитивной теории. Среди них можно вы-
делить базисные. Существенное отличие базисных свойств от «неба-
зисных» состоит в том, что они служат основанием к получению дру-
гих свойств. Иначе говоря, базисные свойства доказываются на основе
«предметности» и «процедурности», а небазисные — на основе формаль-
ных характеристик объектов.

Прокомментируем сказанное на примере темы, посвященной интуи-
тивной теории подстановок. Определением понятия подстановки и дей-
ствия умножения подстановок задается интуитивная теория. Доказа-
тельство свойств ассоциативности, наличие тождественной подстановки
и обратной каждой, использует координатизационные связи. Некоторые
дальнейшие свойства могут рассматриваться без привлечения указан-
ных фактов.
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Например, пусть требуется доказать свойство подстановок, состо-
ящее в том, что для любых подстановок f, g степени n выполняется
равенство

(fg)−1 = g−1f−1.

Проведем сначала один из вариантов доказательства данного свой-
ства, основанного на специфике подстановок.

Выберем произвольно x ∈ {1, 2, . . . , n}. Обозначим y = g−1(f−1(x)).
Тогда:

g(y) = f−1(x) ⇒ f(g(y)) = f(f−1(x)) ⇒ f(g(y)) = x ⇒
(fg)(y) = x ⇒ y = (fg)−1(x).

Следовательно, (∀x ∈ {1, 2, . . . , n})(g−1(f−1(x)) = (fg)−1(x)). Отсюда
по определению равных подстановок: (fg)−1 = g−1f−1.

Разберем обоснования доказательства (табл.). Из таблицы видно,
что аргументами в приведенном доказательстве в основном являются
«предметность» и «процедурность» умножения подстановок, т. е. ис-
пользуются координатизационные связи интуитивной теории.

Возможно и другое доказательство названного свойства. Приведем
его. Найдем произведение подстановок:

1) (g−1f−1)(fg) = g−1(f−1f)g = g−1εg = g−1g = ε;

2) (fg)(g−1f−1) = f(gg−1)f−1 = fεf−1 = ff−1 = ε.
Из п. 1) и 2) по определению обратной подстановки получаем равен-

ство: (fg)−1 = g−1f−1.
Заметим, что данное доказательство полностью совпадает с доказа-

тельством указанного свойства в теории групп.
Таким образом, совокупность свойств алгебраической операции ин-

туитивных теорий порождает вид связей, которые дают «выход» в ал-
гебраическую структуру. Поэтому данные связи можно охарактери-
зовать как структурно-абстрактные. Более подробное описание ви-
дов содержательных связей в алгебраическом материале, используемо-
го при подготовке учителя математики, представлено в монографии [4].

Приведенные фрагменты содержания интуитивных теорий, рассмат-
риваемые на этапах систематизации, позволяют выделить основные
принципы, приводящие к понятию алгебраической структуры, дающие
выход к рассмотрению абстрактной алгебры.
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Таблица 1
Обоснование доказательства

Шаг доказательства Обоснование

y = g−1(f−1(x)) Определение подстановки

y = g−1(f−1(x)) ⇒ g(y) = f−1(x) Определение подстановки

g(y) = f−1(x) ⇒ f(g(y)) = f(f−1(x)) Определение подстановки

f(g(y)) = f(f−1(x)) ⇒ f(g(y)) = x Свойство тождественной

подстановки

f(g(y)) = x ⇒ (fg)(y) = x Определение умножения

подстановок

(fg)(y) = x ⇒ y = (fg)−1(x) Свойство обратной

подстановки

f(g(y)) = x ⇒ (fg)(y) = x Определение умножения

подстановок

y = (fg)−1(x) ∧ y = g−1(f−1(x)) ⇒ Свойство равенства

(fg)−1(x) = g−1f−1(x)

(fg)−1(x) = g−1f−1(x) ⇒ (fg)−1 = g−1f−1 Определение равных

подстановок
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