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Аннотация. В работе рассматривается формирование поло-
го цилиндрического изделия в условиях связанной теории тер-
мовязкоупругости. Исследование является продолжением работ
по «несвязанной» задаче и включает в себя рассмотрение влия-
ния на процесс формирования изделия аддитивного вязкоупру-
гого слагаемого в уравнении теплопроводности. Построена и ис-
следована математическая модель. Для численного анализа ис-
пользован метод прогонки. Представлены графические результа-
ты исследований, отражающих распределение температуры, глу-
бины полимеризации и напряженно-деформированного состояния
формируемого изделия.
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Abstract. This work considers the formation of a hollow
cylindrical product under the conditions of the coupled theory of
thermoviscoelasticity. The study is a continuation of work on an
“uncoupled” problem and includes consideration of the influence of an
additive viscoelastic term in the thermal conductivity equation on the
process of product formation. A mathematical model is constructed
and investigated. The finite difference method is used for numerical
analysis. Graphical results of studies reflecting the distribution of
temperature, polymerization depth and stress-strain state of the
formed product are presented.
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Введение
Производство композитных деталей различных форм – широко рас-

пространенный технологический процесс в современной промышленно-
сти, медицине и других областях деятельности. С физической точки
зрения композиты являются вязкоупругими материалами. Изучению
характеристик и получению новых свойств таких материалов посвяще-
но множество научных работ [1–4], одной из категорий которых являет-
ся так называемая «связанная» задача [5–8] — когда между температу-
рой и возникающими в материале напряжениями учитывается прямая



6 Беляева Н. А., Машин И. О.

зависимость. В этом случае в уравнение теплопроводности непосред-
ственно входит вязкоупругое слагаемое. Рассмотрение подобного рода
задач необходимо для более уточненного анализа поведения и получе-
ния композитных материалов.

Материалы и методы
Рассматривается задача формирования полого цилиндрического из-

делия 0 < R1 ≤ r ≤ R в процессе полимеризации под действием неод-
нородного температурного поля. Изменение температуры в материале
описывается уравнением теплопроводности [9] в виде:

cρ
∂T

∂t
= κ∆T + σ′

ik

∂Vi

∂xk

+Qп
∂α

∂t
, (1)

начальные условия процесса

t = 0 : T |R1≤r<R = T 0, (2)

граничные – условия конвективного теплообмена с окружающей средой

∂T

∂r
− h0(T − T 0) |R1 = 0;

∂T

∂r
+ h(T − T 0) |R = 0. (3)

Для описания полимеризации (отверждения) [5] используется уравне-
ние автокаталитической реакции:

∂α

∂t
= k0 exp [−U/RuT ](1− α)(ϵ1 + α) (4)

с начальным условием
t = 0 : α = 0. (5)

В формулах (1)–(5) c — теплоемкость, ρ — плотность, κ — коэффи-
циент теплопроводности, σ′

ik — вязкоупругий тензор напряжений; Qп —
дополнительный источник тепла, возникающий в результате реакции
полимеризации; R1 — внутренний радиус цилиндра, R –– внешний ради-
ус; h0, h — коэффициенты теплообмена с окружающей средой на внут-
ренней и внешней границах соответственно; k0 — константа скорости по-
лимеризации; U — энергия активации процесса полимеризации; Ru —
универсальная газовая постоянная; T 0 — начальная температура мо-
номера; ε1 — критерий автокаталитичности процесса полимеризации.
Предполагается, что материал несжимаем, а распределение темпера-
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туры и полимеризации зависит от одной пространственной координа-
ты r. Для описания поведения композитного материала [10] использу-
ется стандартная вязкоупругая модель (рис. 1).

Рис. 1. Стандартная модель

Для такой модели радиальная и окружная компоненты напряжений
[7; 10] находятся по следующим формулам:

σrr(r, t) =
Φ

r
, σϕϕ(r, t) =

∂Φ

∂r
, (6)

где Φ(r, t) – вспомогательная функция напряжений, удовлетворяющая
уравнению равновесия, выведенная из уравнения совместности дефор-
маций:

Φ(r, t) = J(r, t)−
∫ t

0

(λ− µ) exp [−λ(t− τ)]J(r, t)dτ . (7)

В формуле (7) λ = (E1 + E2)/β, µ = E2/β; E1 = E = const – модуль
упругости стандартной механической модели, зависящий от температу-
ры; β – вязкость, вообще говоря, являющаяся функцией температуры
и полимеризации. Функция J(r, t) [7] определяется по формуле

J(r, t) = −1

r

∫ R

r

F (r, t)rdr +
1

2r
F (R1, t)(R

2 − r2), (8)
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где, в свою очередь, функция F (r, t) определяется на основе решения
уравнений (1)–(5) и имеет вид:

F (r, t) = −E

(
Ωφ(r, t) +

∫ r

R1

Ωr(r, t)− Ωφ(r, t)

r
dr

)
. (9)

В последнем уравнении Ωφ(r, t) и Ωr(r, t) — окружная и радиальная
компоненты деформации, определяемые как сумма химической и тем-
пературной усадки. Подстановкой выражения для функции Φ(r, t) (7)
в (6) выводятся уравнения для компонент напряжения:

[l]σrr(r, t) =
1

r

{
J(r, t)−

∫ t

0

(λ− µ) exp [−λ(t− τ)]J(r, t)dτ

}
,

σφφ(r, t) =
∂J(r, t)

∂r
−
∫ t

0

(λ− µ) exp [−λ(t− τ)]
∂J(r, t)

∂r
∂τ .

(10)

Зададим начальные условия для системы (10):

t = 0 : σrr(r, t) = 0; σφφ(r, t) = 0, (11)

и граничные условия закрепления формируемого цилиндрического из-
делия:

[l] (σrr(r, t) + σϕϕ(r, t))|(R1,t)
= 0,

σrr(r, t)|(R,t) = 0; σφφ(r, t)|(R,t) = 0.
(12)

Для проведения численного анализа системы (1)–(5), (10)–(12) указан-
ные уравнения приводятся к безразмерному виду. Далее обезразмерен-
ная система решается численным методом прогонки.

Результаты
Численный анализ задачи проводился при варьировании числа то-

чек разбиения пространственной оси (n), количества временных сло-
ев (m) и безразмерных физических параметров δ, β, ω. Линиями с точ-
ками разной формы показаны распределения температуры (рис. 2), по-
лимеризации (рис. 3) и напряжений (рис. 4) в разные моменты безраз-
мерного времени.

Обсуждение
Построенная механическая модель в условиях связанной задачи тер-

мовязкоупругости позволяет учитывать влияние напряжений и дефор-
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Рис. 2. Распределение температуры; T0 = 5, k1 = 0.35, a0 = 0.02, E = 0.88,
λ = 0.57, µ = 0.37, h0 = 0.96, h1 = 0.7, kn = 0.8;1 – 0.25, 2 – 0.5, 3 – 0.75, 4 – 1

Рис. 3. Распределение глубины полимеризации; условия на рис. 2.

маций на распределение температуры формируемого образца и, на-
оборот, влияние температуры на распределение механических харак-
теристик изделия. Представленное решение термовязкоупругой зада-
чи в условиях связанной теории формирования изделия может быть
использовано при выборе модели, алгоритмов и методов для анализа
процессов формирования подобных изделий.
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Рис. 4. Распределение напряжений; условия на рис. 2.
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