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Аннотация. В статье предлагаются для обсуждения автор-
ские задачи по комбинаторике, составленные по мотивам ком-
пьютерных игр. Представлены примеры задач для практических
занятий и лабораторных работ по темам: правила суммы и произ-
ведения, перестановки с повторениями и без, размещения с повто-
рениями и без, сочетания с повторениями и без, разбиение числа
на слагаемые и разбиение числа на слагаемые, каждое из кото-
рых не превосходит заданного значения, формула включений и
исключений. Задачи апробированы в процессе обучения дисци-
плине «Дискретная математика» студентов направления подго-
товки «Прикладная информатика».
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Введение
Одной из основных целей обучения математике в вузе является фор-
мирование способности студентов применять предметные знания вне
предмета – как при изучении других дисциплин, так и в последующей
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профессиональной деятельности, т. е. способности осуществлять транс-
фер (перенос) знаний в новый контекст.

Анализ педагогических и психологических исследований проблемы
трансфера математических знаний позволяет выделить два основных
условия, необходимых для формирования способности к применению
знаний в новом контексте: высокий уровень усвоения предметных зна-
ний (именно высокий, а не средний) [1, c. 18] и контекстная насыщен-
ность прикладных задач [2, c. 18]. Разнообразие контекстов в учебных
прикладных задачах, внешне различных и неоднородных, повышает ве-
роятность успешного трансфера знаний в будущем [3, c. 316]. Желание
разнообразить контекст задач по комбинаторике легло в основу иссле-
дования, результаты которого представлены в статье.

История становления и развития комбинаторики как науки тесно
связана с играми и головоломками. В мире комбинаторных задач под-
брасывают монетки и бросают кости, играют в домино и шахматы, вы-
игрывают в лотерею и проигрывают в карты. Компьютерные игры ста-
ли неотъемлемой частью жизни современного человека, и их включение
в мир традиционных комбинаторных задач представляется естествен-
ным и логичным.

1. Материалы и методы
На протяжении нескольких лет Н. Н. Бабиковой в процессе обучения

дисциплине «Дискретная математика» (направление подготовки «При-
кладная информатика», СГУ им. Питирима Сорокина) в рамках само-
стоятельной работы студентов по разделу «Комбинаторика» использу-
ется задание: «Составьте задачу(и) на комбинаторные конфигурации
на основе любой компьютерной игры и решите ее (их)». На основе это-
го опыта авторами было решено разработать задачи по мотивам ком-
пьютерных игр на общие правила и основные комбинаторные объекты:
правила суммы и произведения, расчет при условии «хотя бы один»,
перестановки с повторениями и без, размещения с повторениями и без,
сочетания с повторениями и без, разбиение числа на слагаемые и разби-
ение числа на слагаемые, каждое из которых не превосходит заданного
значения, формула включений и исключений.

Два автора — преподаватели «Дискретной математики», игровой
опыт которых не слишком значителен (любимая игра — «Растения про-
тив зомби»). Два автора — студенты, изучавшие в вузе «Дискретную
математику» и имеющие большой и разнообразный игровой опыт. Со-
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ставленные авторами задачи апробированы в процессе обучения дисци-
плине «Дискретная математика» (направление подготовки «Приклад-
ная информатика»). Задачи использовались на практических и лабора-
торных занятиях (реализация алгоритмов на языке Python), в качестве
примеров в лекционном материале.

2. Результаты исследования
Рассмотрим примеры задач, различных по уровню сложности.
Игры «Собери / найди пары»
Имеется 9 пар одинаковых карточек (рис. 1). Сколькими способами

можно расположить карточки на экране?

Рис. 1. Яндекс игры: Найди пару – большой выпуск

Не имеет значения, как карточки расположены: будут ли они вы-
строены в один ряд, расположены в форме прямоугольника или просто
случайно разбросаны по экрану. Важно лишь то, что они упорядоче-
ны. Это задача на перестановки с повторениями. Число различных
вариантов расположения карточек — P (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2) = 18!/29 =

= 12 504 636 144 000.
Иногда в подобных играх требуется собирать не пары, а тройки оди-

наковых карточек. Если имеется 6 троек одинаковых карточек, то ко-
личество вариантов их расположения составит P (3, 3, 3, 3, 3, 3) = 18!/66.

Игра «Растения против зомби»
В игре «Растения против зомби» игроку нужно выбирать и выра-

щивать растения, чтобы защитить свой дом от нападения орды зомби.
По мере продвижения в игре число ячеек для выбора растений и чис-
ло видов растений увеличивается (рис. 2). При этом растения можно
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сгруппировать по функциям: есть растения для защиты, для дальнего
боя, для ближнего боя и другие.

Рис. 2. Каталог растений в игре «Растения против зомби»

На этапе «Бассейн» (рис. 3) у игрока имеется 7 ячеек для выбо-
ра растений из 14 доступных видов. Растения по функциям делятся
следующим образом: генерация света — подсолнух; защита от нападе-
ний — стенорех, картофельная мина, колючка; оборона на воде — лист
кувшинки и водоросли, нанесение большого урона — вишневая бомба и
перец; ближний бой — зубастик и кабачок; дальний бой — горохострел,
огорошиватель, тройной горохострел, ледяной горохострел.

Рис. 3. Выбор растений на этапе «Бассейн»

Обязательно нужно выбрать подсолнух для генерации света и лист
кувшинки, на который в бассейне устанавливаются все остальные рас-
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тения. Игровой опыт показывает, что желательно иметь: хотя бы по
одному растению для защиты от нападений и для нанесения большого
урона, хотя бы два растения для дальнего боя. Сколькими способами
можно выбрать растения?

Сначала выберем обязательные и желательные растения. Выбираем
подсолнух и лист кувшинки. Выбрать любое растение для защиты от
нападений можно C1

3 способами, любое растение для нанесения боль-
шого урона — C1

2 способами, два растения для дальнего боя — C2
4 спо-

собами (сочетания без повторений). По правилу произведения
получаем C1

3 · C1
2 · C2

4 = 18 способов. После этого у нас остается: два
растения для защиты от нападений, одно растение для нанесения боль-
шого урона, два растения для дальнего боя, два растения для ближнего
боя и водоросли. Выбрать нам нужно еще одно растение, по правилу
суммы это можно сделать (2+1+2+2+1) = 8 способами. По правилу
произведения общее число вариантов выбора 18 · 8 = 144.

Игры «Dota 2» и «League of Legends»

Игры «Dota 2» и «League of Legends» — одни из самых популярных
многопользовательских онлайн-игр в мире. В каждом матче обеих игр
две команды по пять игроков сталкиваются на симметричной карте.
Структура игровых карт одинакова, они состоят из трёх линий: верх-
ней (top), центральной (mid) и нижней (bot), а также участков леса
(рис. 4). Матч начинается с выбора героев игроками каждой команды,
но правила выбора героев в League of Legends и Dota 2 различаются.

Рис. 4. Карты игр «League of Legends» (слева) и «Dota 2» (справа)
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В Dota 2 на сегодняшний день 124 различных героя, каждый герой
может быть выбран только один раз. Сколькими способами можно со-
брать каждую команду, если герои выбираются командами по очереди?

Для команды, выбирающей первой, по правилу произведения имеет-
ся 124 · 122 · 120 · 118 · 116 = 24 848 647 680 способов. Для второй коман-
ды — 123 · 121 · 119 · 117 · 115 = 23 829 841 035.

В начальной стадии игры развитие происходит на трёх линиях, надо
распределить пять героев команды по линиям так, чтобы на каждой
линии оказался хотя бы один герой.

Распределить 5 героев по 3 линиям можно 35 способами (разме-
щения с повторениями). При этом в 3 · 25 случаях одна из линий
окажется свободной, а в 3 случаях свободными окажутся две линии.
Тогда по формуле включений и исключений получаем, что рас-
пределить 5 героев по 3 линиям так, чтобы на каждой линии оказался
хотя бы один герой, можно 35 − 3 · 25 + 3 = 150 способами. Эта зада-
ча относится к общей схеме «раскладка n различных предметов по m

различным ящикам так, чтобы в каждом ящике лежал хотя бы один
предмет» [4, c. 102].

В Dota 2 у каждого героя есть своя зона обзора, в рамках которой
он может видеть все, что происходит вокруг. Остальная часть карты
покрыта туманом войны. Лучший способ увидеть сквозь туман — это
поставить варды. Вард — предмет, который позволяет видеть в тумане.
Варды бывают двух типов: observer — дает обзор, sentry — позволяет
видеть невидимых существ. В самом начале игры команде доступно
два observer варда и три sentry варда. Сколькими способами можно
распределить все варды между пятью героями команды?

Сначала посчитаем, сколькими способами можно распределить 2
observer варда между 5 героями. Если 2 варда распределяются между
разными героями, то число вариантов соответствует числу сочетаний
без повторений C2

5 = 10. И есть 5 способов распределения обоих вардов
одному из героев. Таким образом, общее количество способов распреде-
лить 2 observer варда равно 10 + 5 = 15.

При распределении 3 sentry вардов среди 5 героев возможны три
ситуации. По одному варду достается трём разным героям из пяти —
C3

5 = 10 вариантов выбора героев. Если варды получают два героя, то
сначала выберем одного героя и отдадим ему два варда — 5 способов,
а потом выберем второго героя из оставшихся четырех и отдадим ему
один вард — 4 способа, всего 20 вариантов выбора двух героев. И есть 5
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вариантов, когда все три варда попадут к одному из героев. Таким об-
разом, возможно 10+20+5 = 35 способов распределения 3 sentry вардов
среди 5 героев. А общее количество способов распределения всех вар-
дов между героями команды в соответствии с правилом произведения
составит 15 · 35 = 525.

Игра «Карлсон, который живет на крыше»
В мини-игре «Весы» из обучающей компьютерной игры «Карлсон,

который живет на крыше» игроку на каждом уровне игры нужно под-
весить все имеющиеся грузы так, чтобы весы пришли в равновесие
(рис. 5–6). На уровне h весы представляют собой полное двоичное де-
рево высоты h, в котором число листьев-крючков равно 2h.

Рис. 5. Мини-игра «Весы», уровень 2

Рис. 6. Мини-игра «Весы», уровень 3

При каждой попытке игроку выдается новый набор грузов. Вес гру-
зов игроку неизвестен, соотношение между весами грузов определяется
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опытным путем. Минимальный вес имеет красная деталь конструкто-
ра, примем ее вес за 1. Тогда вес синего кубика равен 2, ластика — 3,
зеленого шара — 4, солдатика — 5, машинки — 6.

На первом уровне весы имеют всего 2 крючка, и сначала набор гру-
зов генерируется так, чтобы игрок мог соотнести веса грузов между
собой, например ластик и три детали конструктора, шар и два кубика
и т. п. Затем игра усложняется. Пусть вес грузов на каждом крючке
равен 4. Как разработчик игры может сгенерировать общий набор гру-
зов, который позволит уравновесить весы? Сколькими способами мож-
но сгенерировать такие наборы?

Общий набор грузов для весов есть сумма наборов для каждого
крючка. Если вес на каждом крючке должен быть равен 4, то количе-
ство различных наборов грузов для одного крючка равно количеству
разбиений числа 4 на слагаемые. Таких разбиений 5. Далее нужно
выбрать из 5 возможных наборов грузов 2. Если мы хотим, чтобы набо-
ры грузов для крючков были обязательно различны (так интереснее),
то число способов составить общий набор грузов равно числу сочетаний
без повторений C2

5 = 10.
На втором уровне с тем же весом для крючков ситуация будет ана-

логичной, число способов составить общий набор грузов будет равно
C4

5 = 5. Но при весе 4 для крючков на третьем уровне окажется, что
различных наборов грузов у нас 5, а крючков 8. То есть различных
наборов грузов для каждого крючка не хватает. Тогда мы допускаем
возможность повторения наборов грузов на крючках, и количество спо-
собов составить общий набор грузов будет равно числу сочетаний с
повторениями C̄8

5 = 495.
Генерация набора грузов для крючков сводится к генерации разби-

ений числа, равного суммарному весу грузов на крючке, на слагаемые.
А количество способов сформировать общий набор грузов равно числу
сочетаний с повторениями или без из числа разбиений по количеству
крючков.

Разбиения числа на слагаемые можно сгенерировать, например, при
помощи алгоритма генерации разбиений в обратном лексикографиче-
ском порядке [5, c. 446]. Число разбиений можно определить по рекур-
рентной формуле Эйлера [5, c. 451].

p(n) = p(n− 1) + p(n− 2)− p(n− 5)− p(n− 7) + · · ·+
+ (−1)q+1(p(n− (3q2 − q)/2) + p(n− (3q2 + q)/2)) . . .



64 Бабикова Н. Н., Котелина Н. О., Валуева М. А., Старцев Н. А.

По этой формуле:

p(1) = p(0) = 1, p(2) = p(1) + p(0) = 2, p(3) = p(2) + p(1) = 3,

p(4) = p(3) + p(2) = 5, p(5) = p(4) + p(3)− p(0) = 7,

p(6) = p(5) + p(4)− p(1) = 11.

Пусть вес грузов для каждого крючка будет равен 6 (это вес само-
го тяжелого груза), тогда количество различных наборов грузов для
крючков равно p(6) = 11. Если мы допускаем возможность повторения
наборов грузов для крючков, то число способов составить общий на-
бор грузов на первом уровне равно C̄2

11 = 66. Для второго уровня —
C̄4

11 = 1001. Для третьего уровня — C̄8
11 = 43 758. Очень много.

Игра «Hollow Knight»
Задача составлена студентом группы 121б-ПИо Игнатом Туркиным

и дополнена авторами. В приключенческой компьютерной игре «Hollow
Knight» герой постепенно накапливает амулеты и ячейки, в которых
амулеты можно разместить (рис. 7). Стартовое количество ячеек — 3,
максимальное — 11. Амулеты могут быть четырех типов: А — занимают
1 ячейку, Б — 2 ячейки, В — 3 ячейки, Д — 4 ячейки.

Рис. 7. Игра «Hollow Knight»

Предположим, на некотором начальном уровне игры у героя име-
ется 3 ячейки и 25 амулетов: 10 амулетов А, 9 амулетов Б и 6 амуле-
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тов В. Сколькими способами герой может собрать комплект амулетов
при условии, что все ячейки должны быть заполнены?

Порядок размещения амулетов в ячейках не имеет значения, поэто-
му варианты выбора амулетов: 1В или 1Б + 1А или 3А. Используя
правила суммы и произведения и формулу числа сочетаний без повто-
рений, определяем количество способов: 6 + 9 · 10 + C3

10.
При максимальном развитии у главного героя имеется 11 ячеек под

амулеты и 39 всевозможных амулетов: амулетов А — 10, амулетов Б —
16, амулетов В — 9, амулетов Д — 4. Сколькими способами герой может
собрать комплект амулетов при условии, что все ячейки должны быть
заполнены?

Количество вариантов выбора амулетов равно числу разбиений
числа 11 на слагаемые, не превышающие 4. Для каждого из 26
разбиений вычисляем количество способов комплектации амулетов, за-
тем складываем их. Например, для разбиения 4 + 4 + 3 (2Д + 1В) ко-
личество способов равно C2

4 · C1
9 . Конечно, в этом случае ручной счет

утомительный, и желательно составить программу генерации разбие-
ний числа на слагаемые. Всего получается 1 189 411 различных способов
собрать комплект амулетов.

3. Обсуждение
Задание «Сконструировать задачу по комбинаторике на основе. . . »

относится к наивысшей категории когнитивных процессов модифици-
рованной таксономии Блума — помнить, понимать, применять, анали-
зировать, критиковать, создавать [6]. Некоторым студентам сложно
выполнить такое задание. Им можно предложить составить задачу, ана-
логичную некоторому примеру. В этом случае задание будет соответ-
ствовать категории применять, а при некотором развитии примера
категории анализировать, что тоже очень хорошо.

Рассмотрим два модельных примера, на основе которых студенты
могут составить свои собственные задачи.

Игры «Найди различия»
В таких играх нужно найти отличия между двумя практически

идентичными картинками (рис. 8).
Предположим, мы хотим разработать игру для детей или пожилых

людей, в которой на основе каждой имеющейся картинки будут авто-
матически генерироваться несколько отличающихся деталями карти-
нок (рис. 9). То есть у игрока при желании будет несколько попыток



66 Бабикова Н. Н., Котелина Н. О., Валуева М. А., Старцев Н. А.

на одном уровне с одной и той же картинкой. На первом уровне меж-
ду картинками должно быть только одно отличие, на втором уровне —
два. Менять можно цвет 6 желтых точек, цвет 10 внутренних участков
на крыльях (сиреневый, оранжевый и зеленый на верхних крыльях,
красный и зеленый на нижних). Сколько разных картинок можно сге-
нерировать для первого и второго уровней?

Рис. 8. Яндекс игры: Найди отличия: Головоломка

Рис. 9. Картинка-основа (источник – Яндекс-картинки)

На первом уровне можно сгенерировать по правилу сложения 6+

+10 = 16 разных картинок. На втором уровне по правилу произведе-
ния можно сгенерировать 16 · 15 = 240 картинок. Если наложить до-
полнительное условие, что меняться должны объекты разных типов,
т. е. изменяется 1 точка и 1 область на крыле, то получим 6 · 10 = 60

возможных вариантов генерации картинок. Вариантов много, поэтому
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можно добавить еще условия: например, один изменяемый объект дол-
жен быть справа, а второй — слева. В этом случае можно сгенерировать
6 · 5 = 30 разных картинок.

На основе этого примера студенты могут составить свои задачи, из-
менив картинку, определив набор изменяющихся элементов и дополни-
тельные условия. Задача может усложниться за счет добавления тре-
тьего уровня, а при желании и последующих.

Игры с лабиринтами
При создании компьютерных игр широко применяется процедурная

генерация игровых миров и их деталей. Существует большое количество
алгоритмов генерации лабиринтов. Создаваемые при помощи различ-
ных алгоритмов лабиринты отличаются количеством проходов, длиной
коридоров и тупиков, текстурой и т. п. Все алгоритмы можно разделить
на те, в которых стены удаляются, и те, в которых стены строятся.

Рассмотрим самый простой алгоритм генерации лабиринтов — алго-
ритм двоичного дерева. Имеется прямоугольная сетка, в которой гра-
ницы клеток являются стенами. Выбираем два направления движения,
пусть это будут «вправо» и «вверх». В каждой клетке случайным обра-
зом выбираем одно из направлений и стираем соответствующую стену.
В крайних справа и крайних сверху клетках сетки выбор направления
определен единственным образом. В результате получается идеальный
лабиринт (лабиринт с одиночным соединением), т. е. лабиринт с един-
ственным проходом без циклов и изолированных участков. Сколько раз-
личных лабиринтов может быть сгенерировано при помощи алгоритма
двоичного дерева на сетке размера n на n?

Поскольку такие лабиринты всегда имеют два коридора вдоль верх-
ней и вдоль правой границ, то количество вариантов можно определить,
как число размещений с повторениями — 2n− 1.

На рис. 10 представлен лабиринт, построенный при помощи алго-
ритма двоичного дерева на сетке 5 на 5. В нем имеется пять тупиков.
Предположим, что в конце каждого тупика может быть размещен клад.
Сколько существует вариантов распределения кладов по тупикам, если
хотя бы один клад в лабиринте должен быть обязательно? Все клады
одинаковые.

Всего вариантов распределения кладов — число размещений с повто-
рениями — 25. Единственный вариант распределения кладов, который
нас не устраивает — случай, когда клада нет ни в одном тупике. Следо-
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вательно, имеется 25 − 1 = 31 способ распределить клады в лабиринте
требуемым образом.

Рис. 10. Лабиринт, построенный при помощи алгоритма двоичного дерева

В этом примере можно поменять приблизительно все: алгоритм ге-
нерации лабиринта (а значит, изменится структура лабиринта), размер
сетки, клады могут быть разных типов, количество кладов может ме-
няться.

Заключение
В 2022–2023 годах Н. Н.Бабиковой было проведено анкетирование

студентов направления подготовки «Прикладная информатика». Анке-
та содержала в том числе вопросы об эффективности тех или иных
видов учебной деятельности в процессе обучения математическим дис-
циплинам. В 2022 году на вопрос с открытым ответом — «Перечислите
виды учебной деятельности на аудиторных занятиях, которые помога-
ют вам лучше запоминать / понимать новую информацию» — самым
распространенным ответом был «Анализ / примеры применения в ре-
альной деятельности», его дали 43 % студентов [7, c. 39]. В 2023 году
этот вопрос был задан в закрытой форме, 52 % студентов выбрали от-
вет — «Решение задач с реальными данными». А что может быть для
современных студентов более реальным, чем виртуальный мир компью-
терных игр?

Студенты направления подготовки «Прикладная информатика» по-
ложительно отнеслись как к решению комбинаторных задач по мотивам
компьютерных игр на практических и лабораторных занятиях, так и к
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заданию на самостоятельную разработку задач. В 2023 году студент
группы 121б-ПИо Николай Мельник составил целый комплект таких
задач в рамках самостоятельной научно-исследовательской работы и
подготовил доклад для выступления на научной студенческой конфе-
ренции.

Планируется использование составленных авторами задач для сту-
дентов направлений «Прикладная математика и информатика», «Ма-
тематика и компьютерные науки» (дисциплины «Дискретная матема-
тика», «Комбинаторные алгоритмы», «Приложения дискретной мате-
матики в компьютерных науках»).

Для студентов информационных специальностей разработка ком-
пьютерных игр является одним из возможных видов будущей професси-
ональной деятельности. Математические методы и модели широко при-
меняются в геймдизайне [8; 9], поэтому в дальнейшем авторы считают
целесообразным разработку задач на тему компьютерных игр, сфор-
мулированных с точки зрения геймдизайнера: таких, как приведенная
выше задача про весы в игре «Карлсон, который живет на крыше».
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