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Введение
Математика — достаточно формализованная наука, изучающая ко-

личественные и пространственные характеристики предметов и явле-
ний окружающего мира посредством абстрагирования и обобщения. По-
этому одним из значимых методов построения математических теорий
можно считать аксиоматизацию – способ, при котором «некоторая со-
вокупность утверждений указанной области науки принимается без до-
казательства, а остальные её закономерности и положения выводятся
из исходных посредством определённых логических законов» [1].

По мнению современных исследователей в области педагогики, ак-
сиоматический подход при обучении будет эффективнее не на этапе
усвоения новых теорий, а на этапе повторения и закрепления. В этом
случае применение аксиоматических методов способствует системати-
зации знаний учащихся, выявлению логической структуры математи-
ческой теории, выделению наиболее значимого содержания, устранению
противоречий [2].
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Следует отметить, что при обучении в вузе студентов педагогиче-
ских направлений подготовки (профиль «Математика») использование
аксиоматических методов изложения некоторых разделов математики
также служит эвристическим средством познания [3], что развивает ис-
следовательские навыки будущих педагогов, и, несомненно, способству-
ет эффективному формированию методической компетентности учите-
лей математики.

1. Материалы и методы
В процессе исследования использованы методы анализа, системати-

зации и обобщения результатов ученых по теме работы. На основе пред-
ложенной авторами аксиоматики разработана методика обучения буду-
щих учителей математики аксиоматическому подходу к определению
тригонометрических функций. В ходе опытно-экспериментальной рабо-
ты вышеуказанная методика внедрена в учебный процесс вуза, проведён
анализ результатов исследований статистическими методами, который
позволил сделать вывод об эффективности предложенного подхода для
формирования компонентов методической компетентности обучающих-
ся, повышения уровня их предметных знаний и умений.

2. Результаты

2.1. Обзор некоторых аксиоматик для введения тригономет-
рических функций

Аксиоматический метод изложения математических теорий, кроме
вышеуказанных положительных аспектов, тем не менее имеет некото-
рые ограничения, связанные, во-первых, с нестрогостью введения ис-
ходных понятий, во-вторых, с высоким уровнем формализации и, в-
третьих, со сложностью выявления взаимосвязей вводимых понятий с
явлениями и процессами окружающей действительности. В частности,
многие исследователи предлагают для определения основных элемен-
тарных функций использовать довольно сложные аксиоматики, требу-
ющие от обучающихся прочных знаний в области математического ана-
лиза, теории чисел и теории групп. Подобные методы иногда непросто
воспринимаются обучающимися педагогических направлений подготов-
ки вуза, так как они зачастую не считают их полезными для будущей
профессиональной деятельности.

Рассмотрим некоторые из предлагаемых подходов:
– В. А. Любецкий определяет базовые элементарные функции как

непрерывный гомоморфизм f из группы X в группу Y . В частности, ко-
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синус и синус он определяет равенствами cosx ⇄ P1(e2π(x)) = P1(e
ix),

sinx ⇄ P2(e2π(x)) = P2(e
ix), где P1,2 : C −→ R, P1(x + iy) = x,

P2(x+ iy) = y [4];

– Л. М. Лихтарников для введения элементарных функций рассмат-
ривает функциональные уравнения, решения которых должны удовле-
творять определённым условиям. Так, тригонометрическим косину-
сом f(x) = cos x называется решение уравнения f(x + y) + f(x − y) =

= 2f(x)f(y) при условиях: 1) f(x) непрерывна на (−∞; +∞) ; 2) ∃C > 0

такое, что f(C
2
) = 0 и f(x) ̸= 0, если 0 < x < C

2
; 3) f(0) > 0. Функция

φ(x) = cos(C
2
− x) называется тригонометрическим синусом и обозна-

чается φ(x) = sin x [5];

– в работах В. А. Ильина и других авторов также используются
функциональные уравнения и для определения функций y = sinx и
y = cosx с действительными значениями аргумента предлагается си-
стема 

f 2(x) + g2(x) = 1

f(x1 + x2) = f(x1)g(x2) + f(x2)g(x1)

g(x1 + x2) = g(x1)g(x2)− f(x1)f(x2)

с дополнительными условиями: 1) f(0) = 0; 2) g(0) = 1; 3) f
(π
2

)
= 1;

4) g
(π
2

)
= 0; 5) если 0 < x <

π

2
, то 0 < f(x) < x [6];

– А. И. Коробейников, ученик 11-го класса Академической гимна-
зии г. Сыктывкара, совместно с научным руководителем В. А. Поповым
предложили заменить условие непрерывности функции f(x) на требо-

вание существования предела в точке
π

2
. Таким образом, получена ак-

сиоматика:

1) f(x + y) + f(x − y) = 2f(x)f(y),∀x, y ∈ R; 2) f(x) ̸= 0,∀x ∈ [0;π/2);
3) lim

x→π/2
f(x) = 0 [7].

2.2. Аксиоматика В. Н. Алексюка

В нашем исследовании мы также руководствовались идеей упроще-
ния исходных аксиом и совместно с В. Н. Алексюком для определения
синуса и косинуса предложили следующую аксиоматику [8]:
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C2(x) + S2(x) = 1, ∀x ∈ R; (I)
S(x+ y) = S(x)C(y) + C(x)S(y), ∀x, y ∈ R; (II)
C(x+ y) = C(x)C(y)− S(x)S(y), ∀x, y ∈ R; (III)

lim
x→ 0

S(x)

x
= 1. (IV)

Указанная система, а также аксиоматика для определения экспонен-
циальной функции [8–10], послужили основой для разработки методики
обучения будущих учителей математики, которая в дальнейшем, сов-
местно с Н. И. Поповым, была модернизирована и эффективно внедре-
на в учебный процесс Сыктывкарского государственного университета
имени Питирима Сорокина (СГУ) [3; 11; 12].

Эффективной в методическом плане является следующая последо-
вательность этапов аксиоматического определения элементарных функ-
ций:

1) предлагается совокупность аксиом, которым должна удовлетво-
рять вводимая функция;

2) основные свойства функции выводятся из исходной аксиоматики;
3) посредством построения модели доказывается существование, а

также единственность определяемой функции.

2.3. Исследование свойств аксиоматически определённых
тригонометрических функций

Для изучения свойств предполагается, что решение вышеприведён-
ной системы аксиом существует. Большинство свойств получить нетруд-
но, поэтому продемонстрируем доказательства лишь нескольких, более
подробно исследование изложено в [8; 13].

Свойство 1. S(x) и C(x) ограничены.
Свойство 2. D(C) = R, D(S) = R.
Свойство 3. C(0) = 1, S(0) = 0.

Для доказательства данного свойства подставляем значения x = 0,
y = 0 в (I), (II), (III): 

C2(0) + S2(0) = 1,

S(0) = 2S(0)C(0),

C(0) = C2(0)− S2(0).
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Из второго уравнения получаем S(0) = 0 или C(0) = 0.5. Однако
значение C(0) = 0.5, поставленное в третье уравнение, даёт неверное
равенство S2(0) = −0.25, следовательно, S(0) = 0.

Таким образом, {
C2(0) = 1,

C(0) = C2(0)

⇒ C(0) = 1.

Свойство 4. C(x) — чётная функция, S(x) — нечётная.
Свойство 5. C(x) и S(x) непрерывны на R.
Свойство 6. C(x) и S(x) дифференцируемы на R, причем S

′
(x) =

= C(x), C ′
(x) = −S(x).

Свойство 7. Для функции C(x) существует положительный нуль.
Доказательство проведём от противного, допустим, ∀x > 0 C(x) ̸= 0.

Так как C(0) = 1 > 0, то C(x) > 0,∀x > 0 (теорема о нуле непрерывной
функции). Исходя из того, что S(0) = 0 и ∀x > 0 S

′
(x) = C(x) > 0,

получаем строгое возрастание функции S(x) на промежутке [0; +∞),
а также свойство S(x) > 0,∀x > 0. Так как S(x) ограничена, то су-
ществует конечный предел lim

x→+∞
S(x) = α > 0, а также lim

x→+∞
S(2x) =

= α > 0, следовательно, lim
x→+∞

S(2x)

S(x)
= 1. Из аксиомы (II) тогда имеем

S(2x) = 2S(x)C(x) ⇒ C(x) =
S(2x)

2S(x)
→ 0.5 при x → +∞.

Аналогично, C ′
(x) = −S(x) < 0,∀x > 0, значит, C(x) строго убывает

на [0; +∞). С учётом равенства C(0) = 1 на промежутке [0; +∞) выпол-

няется 0.5 < C(x) ⩽ 1. Значит, ∃x0 > 0 такое, что C(x0) =

√
2

2
(теорема

о промежуточных значениях непрерывной функции). Далее, из аксио-
мы (I) получаем S2(x0) = 1−C2(x0) = 0.5 ⇒ C(2x0) = C2(x0)−S2(x0) =

= 0, т. е. нашёлся положительный нуль функции C(x), равный 2x0. По-
лученное противоречие свидетельствует о неверности начального пред-
положения об отсуствии положительного нуля.

Из свойства 7 непосредственно следует, что существует наименьший
положительный нуль функции C(x), который можно обозначить сим-

волом λ и показать, что λ =
π

2
[13].

Свойство 8. C(x) — строго убывающая, а S(x) — строго возрастаю-
щая на промежутке [0;λ] функция.
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Свойство 9. На интервале (0;λ) C(x) выпукла, а S(x) — вогнута.
Свойство 10. C(x) и S(x) — периодические функции, причём период

обеих равен 4λ.
Свойство 11. E(C) = E(S) = [−1; 1].
Свойство 12. |S(x)| ⩽ |x|,∀x ∈ R
Используя доказанные свойства, можно оценить и некоторые зна-

чения функций, в частности, S
(π
4

)
= C

(π
4

)
=

√
2

2
, C

(π
3

)
=

1

2
,

S
(π
3

)
=

√
3

2
.

Очевидно, что полученные свойства функций C(x) и S(x) совпада-
ют с тригонометрическими функциями y = cosx и y = sinx, опреде-
ляемыми как координаты точек единичной окружности. Основываясь
на свойствах и оценке некоторых значений, можно построить графики
C(x) и S(x).

2.4. Доказательство существования и единственности акси-
оматически определённых тригонометрических функций

Для доказательства существования введённых с помощью аксиома-
тики функций достаточно полученного ранее совпадения с известными
тригонометрическими функциями.

Доказательство единственности можно провести следующим обра-
зом. Из аксиом (I) и (III) легко получить формулы половинного угла и
для x ∈ [0;λ], n ∈ N получить следующие соотношения:

C
(x
2

)
=

√
1 + C(x)

2
, C

(x
4

)
=

√
1

2

(
1 + C

(x
2

))
, ...,

C
( x

2n

)
=

√
1

2

(
1 + C

( x

2n−1

))
; S

( x

2n

)
=

√
1

2

(
1− C

( x

2n−1

))
.

Таким образом, если выбрать x = λ =
π

2
, то исходной системой

аксиом однозначно определены значения функций C(x) и S(x) в точках

xn =
λ

2n
=

π

2n+1
.

Следовательно, во всех точках множеcтва M = {x ∈ [0;λ]|x = k2−l;

k, l ∈ N} значения функций C(x) и S(x) также определены однозначно.
Очевидно, что ∀x ∈ [0;λ] можно построить сходящуюся к x последова-
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тельность {rn}, где числа rn ∈ M,∀n ∈ N. Вследствие непрерывности
C(x) и S(x) значения указанных функций определены на промежутке
[0;λ] единственным образом. Рассуждая аналогично, можно и любое
число x > 0 записать в виде x = nλ+ b;n ∈ N, b ∈ [0;λ] и показать, что
значения C(x) и S(x) определены однозначно для всех положительных
чисел. Остаётся лишь доказать утверждение для отрицательных чисел
на основе чётноcти C(x) и нечётности S(x) [8].

В качестве замечания можно отметить, что доказательство суще-
ствования и единственности функций () и S() можно провести с помо-
щью теории степенных рядов, рассматривая сходящиеся на R ряды

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
и

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
.

2.5. Опытно-экспериментальная работа по внедрению
в учебный процесс вуза методики обучения будущих учите-
лей математики аксиоматическому методу определения эле-
ментарных функций

Аксиоматика для введения тригонометрических функций, рассмот-
ренная в данной статье, является значимой составляющей методики
обучения будущих учителей математики, используемой на протяжении
долгих лет в СГУ. Результаты внедрения указанной методики анали-
зировались с точки зрения оценки уровня сформированности основных
компонентов методической компетентности будущих педагогов. Для ди-
агностики применялись различные методы исследования (тесты, кон-
трольные и самостоятельные работы, анкеты, опросы и беседы). Ана-
лиз полученных результатов, проведённый с применением статистиче-
ских методов, показал, что использование методики обучения в вузе
будущих учителей математики аксиоматическому подходу к определе-
нию элементарных функций позволяет эффективно повышать уровень
предметных знаний обучающихся и формировать методическую компе-
тентность будущего учителя математики [3; 11; 12].

3. Обсуждение
В настоящее время в Российской Федерации повышенное внима-

ние уделяется качеству обучения, особенно в области математической и
информационной подготовки обучающихся. Очевидно, что профессио-
нальная педагогическая деятельность учителя математики будет более
эффективной, если он обладает фундаментальными предметными и ме-
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тодическими знаниями и умениями. Поэтому обучение в вузе студентов
педагогических направлений подготовки необходимо осуществлять на
основе использования строгих научных подходов к изложению матема-
тических теорий, включая, несомненно, и метод аксиоматизации. Опыт
внедрения в образовательный процесс вуза предложенной авторами ме-
тодики подтвердил её эффективность для формирования у обучающих-
ся необходимого для будущей профессиональной деятельности уровня
методической компетентности.
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