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Введение
Теория полуколец — раздел современной абстрактной алгебры. По-

нятие полукольца обобщает и расширяет понятие кольца так же, как по-
лугруппа есть естественное обобщение группы. Группы и кольца стали
изучаться в XIX веке (Хенрик Абель, Эварист Галуа, Уильям Гамиль-
тон, Артур Кэли, Рихард Дедекинд, Питер Силов, Фердинанд Фробе-
ниус, Феликс Клейн, Фёдор Молин), приобретя современное звучание к
началу XX века. Становление теории полугрупп относится к 30-м годам
XX века. Исследование полуколец началось в 50-е годы XX века. Осо-
бенно активно теория полуколец развивается последние 40–45 лет, что,
в частности, связано с возникновением компьютерной алгебры. Полу-
кольца находят применение в дискретной математике и в приложениях
математики.

Статья представляет собой элементарное введение в теорию полу-
колец. Материал предназначен студентам естественно-математических
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направлений подготовки, начинающим интересоваться современной ма-
тематикой, абстрактной алгеброй. В качестве введения в предмет реко-
мендуем наши публикации [1–3] Необходимые алгебраические сведения
можно найти в книгах [4–6]. Для дальнейшего изучения полуколец мож-
но обратиться к работам [7–13].

1. Исходные понятия
Понятие полукольца (semiring) является широким обобщением по-

нятия ассоциативного кольца (ring), ставшего уже классическим.
Наглядно представление о полукольцах можно получить следую-

щим образом. Рассматривая «положительную половину» Z+ кольца Z
целых рациональных чисел, получаем полукольцо N натуральных чи-
сел; если добавим к нему число 0, то имеем полукольцо с нулём всех
неотрицательных целых чисел. Ясно, что с обычными операциями сло-
жения и умножения чисел полукольца N и N ∪ {0} не являются коль-
цами.

Полукольцом называется алгебраическая структура ⟨S,+, ·⟩
с коммутативно-ассоциативной бинарной операцией сложения + и ас-
социативной бинарной операцией умножения · на непустом множестве
S, такая, что умножение дистрибутивно относительно сложения с обеих
сторон. Тем самым полукольцо ⟨S,+, ·⟩ определяется пятью аксиомами-
тождествами:

1. (x+ y) + z = x+ (y + z) — ассоциативность сложения;
2. x+ y = y + x — коммутативность сложения;
3. (xy)z = x(yz) — ассоциативность умножения;
4. x(y + z) = xy + xz — левая дистрибутивность;
5. (x+ y)z = xz + yz — правая дистрибутивность.

Далее, как правило, полукольцо ⟨S,+, ·⟩ будем обозначать просто
S. Выполнение тождества, скажем, тождества 1 на S, означает, что
(a+ b) + c = a+ (b+ c) для любых элементов a, b, c ∈ S. Пишем xy =

= x ·y. Множество {+, ·} символов операций полуколец называется сиг-
натурой типа (2, 2), поскольку обе полукольцевые операции бинарные.

Полукольца суть часть ассоциативной алгебры. По сложению и
умножению полукольца являются полугруппами. Напомним, что груп-
поидом называется непустое множество с заданной на нём одной би-
нарной операцией; если эта операция ассоциативна, то группоид будет
полугруппой (cм. [14]).
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Мультипликативно записанная полугруппа S называется моноидом,
если она обладает нейтральным элементом e: ∀s ∈ S (se = es = s);
в моноидах такой элемент единственен. Моноид ⟨S, ·⟩ с нейтральным
элементом e := 1 называется группой, если ∀s ∈ S ∃t ∈ S (st = ts = 1);
такой элемент t единственен для s, называется обратным к s и обо-
значается s−1, при этом s = t−1. В аддитивной записи моноида ⟨S,+⟩
нейтральный элемент обозначают 0 и элемент t ∈ S, для которого
s+ t = t+ s = 0, называется противоположным к s и обозначается −s.

Сформулируем исходные полукольцевые понятия.
Элемент a полукольца S называется:
поглощающим по сложению (поглощающим по умножению), если

∀s ∈ S s+ a = a (sa = as = a);

единицей и обозначается a = 1, если он мультипликативно нейтраль-
ный;

нулём и обозначается a = 0, если он аддитивно нейтральный и муль-
типликативно поглощающий.

Полукольцо, в котором существует нуль, называют полукольцом
с нулём. Аналогичным образом вводятся понятия полукольца с еди-
ницей, полукольца с аддитивно (мультипликативно) поглощающим
элементом.

Полукольцо S называется:
коммутативным, если его мультипликативная полугруппа ⟨S, ·⟩

коммутативная;
аддитивно сократимым (мультипликативно сократимым справа),

если оно удовлетворяет квазитождеству x + z = y + z ⇒ x = y

(xz = yz ⇒ x = y);
аддитивно идемпотентным (мультипликативно идемпотент-

ным), если в нём выполняется тождество x+ x = x (xx = x);
идемпотентным, если оно одновременно аддитивно идемпотентно

и мультипликативно идемпотентно;
кольцом, если его аддитивная полугруппа ⟨S,+⟩ есть (коммутатив-

ная) группа;
антикольцом, если S — полукольцо с нулём 0, удовлетворяющее ква-

зитождеству x+ y = 0 ⇒ x = 0;
дистрибутивной решёткой, если оно коммутативно, мультиплика-

тивно идемпотентно и удовлетворяет закону поглощения x+ xy = x;
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полутелом, если его мультипликативная полугруппа ⟨S, ·⟩ является
группой;

полутелом с нулём 0, если ⟨S,+, ·⟩ является полутелом с присоеди-
нённым к S нулём 0;

полуполем (полуполем с 0), если S — коммутативное полутело (ком-
мутативное полутело с 0).

Заметим, что аддитивная полугруппа ⟨S,+⟩ (мультипликативная по-
лугруппа ⟨S, ·⟩) полукольца ⟨S,+, ·⟩ называется также его аддитивным
редуктом (мультипликативным редуктом).

Далее, полукольцо S с нулём 0 и единицей 1 ̸= 0 называется полу-
кольцом с делением, если каждый его ненулевой элемент a обратим, т. е.
для него существует обратный элемент b ∈ S: ab = ba = 1, такой эле-
мент b единственен и обозначается a−1. Кольцо с делением называется
телом, а коммутативное тело — полем.

Непустое подмножество T полукольца S называется:
подполукольцом в S, если оно замкнуто относительно сложения

и умножения в S, т. е. ∀a, b ∈ S (a, b ∈ T ⇒ a+ b, ab ∈ T );
идеалом (правым идеалом), если оно является подполукольцом

и ST ⊆ T, TS ⊆ T (TS ⊆ T ).

Упражнение 1.1. Докажите, что произвольное полукольцо с деле-
нием является либо телом, либо полутелом с нулём.

Замечание 1.1. Наиболее общее определение понятия полукольца
предложил Вандивер [15] в 1934 году. Он назвал алгебраическую струк-
туру ⟨S,+, ·⟩ полукольцом, если в ней выполняются аксиомы 1 и 3–5,
т. е. сложение не предполагается коммутативным. В кольце-модульном
направлении развития теории полуколец [11] используется понимание
полукольца в узком смысле — это полукольцо с нулём и, как правило,
с единицей [13].

Мы видели, что класс всевозможных полуколец задаётся пятью тож-
дествами в сигнатуре алгебраических структур типа (2, 2), т. е. образует
многообразие алгебраических структур.

Упражнение 1.2. Покажите, что класс всех полутел является мно-
гообразием в сигнатуре (2, 2, 1, 0).

Упражнение 1.3. Почему класс всех полуколец с делением не яв-
ляется многообразием (ни в какой сигнатуре)?
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Мы покажем, что аксиомы 1–5 логически независимы (друг от дру-
га), т. е. ни одна из аксиом не выводится из остальных четырех аксиом
полукольца. Для этого достаточно построить пять моделей (примеров)
алгебраических структур ⟨S,+, ·⟩, в каждой из которых не выполняется
ровно одна аксиома из пяти аксиом 1–5.

Модель 1.1. Укажем алгебраическую структуру ⟨S,+, ·⟩ типа (2, 2)
с неассоциативной операцией +, удовлетворяющей тождествам 2–5.
Пусть S — множество всех неотрицательных рациональных чисел
с обычным умножением ·. Это коммутативная полугруппа с погло-
щающим элементом 0 и единицей 1. Чтобы отличить сложение в S

от обычного сложения чисел, обозначим новое сложение как ⊕, полагая
a ⊕ b = (a + b)/2 для всех a, b ∈ S. В результате получаем неассоциа-
тивный коммутативный идемпотентный группоид ⟨S,⊕⟩. Легко видеть,
что алгебраическая структура ⟨S,⊕, ·⟩ удовлетворяет аксиомам 2–5 и
не удовлетворяет аксиоме 1.

Модель 1.2. На произвольном неодноэлементном множестве S за-
дадим операции сложения и умножения тождествами x + y = x и
x ·y = x. Совпадающие операции + и · ассоциативны, идемпотентны, но
некоммутативны, и умножение дистрибутивно относительно сложения
с обеих сторон. Получаем алгебраическую структуру ⟨S,+, ·⟩ с тож-
дествами 1 и 3–5, которая доказывает, что аксиома 2 не вытекает из
других аксиом полукольца.

Модель 1.3. Рассмотрим множество S, содержащее не менее трех
элементов, с заданным на нём константным сложением x + y = u + v.
Положим x + y = θ ∈ S. Выделим в S трехэлементное подмножество
T = {a, b, θ}. Определим на S операцию умножения · следующим обра-
зом: xθ = θx = θ для всех x ∈ S, sa = sb = as = bs = θ при любых
s ∈ S \ {a, b}, aa = b, ab = a, ba = b, bb = a. Множество T замкнуто
относительно операций сложения и умножения. Алгебраическая струк-
тура ⟨T,+, ·⟩, а вместе с ней и ⟨S,+, ·⟩ удовлетворяет аксиомам 1, 2, 4,
5, но не удовлетворяет аксиоме 3 полукольца. Более того, умножение в
S неассоциативно по степеням: a2a = (aa)a = ba = b ̸= a = ab = a(aa) =

= aa2.

Модель 1.4. Пусть S есть множество всех отображений N0 → N0,
где N0 = N ∪ {0} — множество всех неотрицательных целых чисел. За-
дадим на S операцию сложения поточечно: (f + g)(x) = f(x) + g(x)
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для любых отображений f, g ∈ S и чисел x ∈ N0. Тогда ⟨S,+⟩ будет
коммутативной полугруппой с нейтральным элементом 0 — функцией-
константой N0 → {0}. В качестве умножения возьмем операцию ком-
позиции (суперпозиции, последовательного выполнения отображений):
(f · g)(x) = f(g(x)) для всех f, g ∈ S и x ∈ N0. Группоид ⟨S, ·⟩ являет-
ся полугруппой с единицей — тождественным отображением N0 → N0.
Значит, для алгебраической структуры ⟨S,+, ·⟩ верны аксиомы 1–3. Рас-
смотрим произвольные отображения f, g, h ∈ S и любое число x ∈ N0.
Имеем

((f + g)h)(x) = (f + g)(h(x)) = f(h(x)) + g(h(x)) =

= f(h(x)) + g(h(x)) = (fh+ gh)(x)),

т. е. в ⟨S,+, ·⟩ справедлива аксиома 5. Но в ⟨S,+, ·⟩ неверно тождество
4. Действительно, полагая f(x) = x+ 1 для всех x ∈ N0, имеем

((f(g + h))(x) = f(g(x) + h(x)) = g(x) + h(x) + 1 и
(fg + fh)(x) = (fg)(x) + (fh)(x) = f(g(x)) + f(h(x)) = g(x) + h(x) + 2.

Следовательно, аксиома 4 не является следствием аксиом 1–3 и 5. За-
метим также, что элемент 0 ∈ S является левым, но не правым, муль-
типликативно поглощающим элементом алгебраической структуры S.

Модель 1.5. Если в модели 1.4 мы заменим операцию умножения
симметричной операцией (f · g)(x) = g(f(x)) при f, g ∈ S и x ∈ N0,
то получим алгебраическую структуру, удовлетворяющую тождествам
1–4, но не удовлетворяющую 5.

На основании моделей 1–5 доказано следующее утверждение:

Теорема 1.1. Система аксиом 1-5, определяющая полукольца,
независима.

Упражнение 1.4. Найдите пять своих примеров конечных алгеб-
раических структур — аналогов моделей 1–5.

Замечание 1.2. Добавим к аксиомам 1–5 аксиому коммутативно-
сти умножения. Полученная система аксиом, определяющая коммута-
тивные полукольца, не будет независимой. В ней каждая из аксиом
дистрибутивности 4 и 5 является следствием остальных пяти аксиом.
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Замечание 1.3. Наряду с полукольцами существуют другие обоб-
щения колец — почтикольца, квазикольца. Далёким обобщением колец
служат кольцоиды. В последнее время стали изучаться неассоциатив-
ные полукольца, т. е. алгебраические структуры ⟨S,+, ·⟩, удовлетворя-
ющие аксиомам 1, 2, 4, 5 и, возможно, 3 (см. модель 1.3).

Алгебраическая структура ⟨S,+, ·⟩ типа (2, 2) называется:

почтикольцом, если ⟨S,+⟩ — группа (вообще говоря, некоммутатив-
ная), ⟨S, ·⟩ — полугруппа и выполняется закон правой дистрибутивности
5 (симметричным образом вводится понятие левого почтикольца);

квазикольцом, если ⟨S,+⟩ — квазигруппа и выполняются оба зако-
на дистрибутивности 4 и 5. Квазигруппа определяется как группоид
⟨S, ·⟩, в котором ⟨S, ·⟩ — полугруппа и однозначно разрешимы урав-
нения ax = b ya = b при любых a, b ∈ S. Сложение в квазикольцах
не обязано быть ассоциативным и коммутативным.

Упражнение 1.5. Постройте пример почтикольца, не удовлетворя-
ющего закону левой дистрибутивности 4.

Упражнение 1.6. Найдите пример квазикольца, не являющегося
кольцом.

В абстрактной алгебре алгебраические структуры описываются
с точностью до изоморфизма. Два полукольца ⟨S,+, ·⟩ и ⟨T,+, ·⟩ назы-
ваются изоморфными, если между ними существует изоморфизм, т. е.
взаимно однозначное отображение (биекция) α : S → T , сохраняющее
полукольцевые операции: α(a+ b) = α(a) + α(b) и α(ab) = α(a)α(b) для
любых элементов a, b ∈ S. Нетрудно проверить, что обратная биекция
α−1 : T → S также сохраняет операции, т. е. будет изоморфизмом. Ком-
позиция αβ изоморфизмов полуколец α : S → T и β : T → U является
изоморфизмом между полукольцами S и U . Тождественное отображе-
ние 1S полукольца S на себя есть изоморфизм. Следовательно, отно-
шение изоморфности на классе всех полуколец является отношением
эквивалентности, разбивающем все полукольца на классы изоморфно-
сти — классы попарно изоморфных полуколец. Изоморфные полуколь-
ца имеют совершенно одинаковые алгебраические свойства, т. е. свой-
ства, выражаемые в терминах операций сложения + и умножения ·.

Упражнение 1.7. Докажите, что все сформулированные выше воз-
можные свойства полуколец сохраняются при любом изоморфизме по-
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луколец. В частности, полукольцо, изоморфное полукольцу с делением,
является полукольцом с делением.

2. Примеры
Приведем базовые примеры полуколец.
Пример 2.1. Числовые полукольца. Берем произвольное подкольцо

R поля R и «отрезаем от него» 0 и все отрицательные числа, входя-
щие в R. Получаем алгебраическую структуру ⟨S,+, ·⟩, где S = R+ =

= {r ∈ R : r > 0}, с обычными операциями сложения и умножения дей-
ствительных чисел. Кольцо R является кольцом разностей полуколь-
ца S. Полукольцо S с нулём 0 отличается от кольца R тем, что в S

ненулевые элементы не имеют противоположных элементов, т. е. в S

не выполняется операция вычитания. Если R — подполе поля R, то R+

будет полуполем. В частности R+ есть полуполе всех неотрицательных
действительных чисел.

Пример 2.2. Минимаксное полуполе. Положим S =

= ⟨R ∪ {−∞},∨,+⟩ — это алгебраическая структура с операцией
сложения ∨ (взятия максимума max) и операцией умножения +

(обычным сложением). На S рассматривается естественный линейный
порядок с наименьшим элементом −∞. Считается, что −∞ есть
поглощающий элемент по умножению. В результате получаем адди-
тивно идемпотентное полуполе S с нулём −∞. Полуполе S изоморфно
«двойственному» полуполю ⟨R ∪ {∞},∧,+⟩. Поэтому полуполе S назы-
вается минимаксным. Заметим, что полуполе S изоморфно полуполю
⟨R+ ∪ {0},∨, ·⟩ с нулём 0 всевозможных неотрицательных действитель-
ных чисел со сложением ∨ и обычным умножением · . Отметим, что
полуполе S служит основой так называемого идемпотентного (матема-
тического) анализа так же, как поле R есть фундамент классического
математического анализа.

Пример 2.3. Прямое произведение. Прямое произведение полуко-
лец S и T — это полукольцо S × T всех упорядоченных пар (s, t), где
s ∈ S, t ∈ T , с покоординатными операциями сложения и умножения
над парами. Аналогично определяется прямое произведение конечно-
го числа полуколец. Пусть — в общем случае — дано семейство (Si)i∈I
полуколец Si, индексированное («занумерованное») элементами (индек-
сами) непустого индексного множества I. Элементами прямого произве-
дения Π семейства (Si)i∈I являются такие отображения f : I → ∪Si, что
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f(i) ∈ Si для каждого индекса i ∈ I. Операции над элементами f, g ∈ Π

производятся покоординатно: (f+g)(i) = f(i)+g(i) и (f ·g)(i) = f(i)·g(i)
для всех i ∈ I. Поскольку в силу аксиомы выбора Π непусто, то получа-
ем полукольцо ⟨Π,+, ·⟩. Легко видеть, что полукольцо Π коммутативно,
с нулём, с единицей тогда и только тогда, когда все полукольца Si(i ∈ I)

соответственно коммутативны, обладают нулём и единицей.

Пример 2.4. Полукольца многочленов. Пусть S — произвольное
полукольцо. Выражение вида f = a0 + a1x + . . . + anx

n, где n — неот-
рицательное целое число, коэффициенты a0, a1, . . . , an ∈ S, называет-
ся многочленом над S от одной переменной x. Множество всех таких
многочленов образует полукольцо S[x] с естественным образом опре-
деленными операциями сложения и умножения многочленов. Точнее,
возьмём вместе с многочленом f многочлен g = b0 + b1x + . . . + bmx

m.
Имеем f + g = (a0 + b0)+ (a1 + b1)x+ . . .+(am + bm)x

m при m = n. Если
m < n, то добавляем ещё сумму am+1 + xm+1 + · · · + anx

n. Аналогично
при m > n. Умножение задаётся обычной формулой:

fg = a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x
2 + . . . + (anbm)x

n+m.

Если полукольцо S обладает нулём 0, то в многочленах некоторые
слагаемые-одночлены могут отсутствовать, так как считается 0xk = 0,
при этом S будет подполукольцом полукольца S[x] с нулём 0. Если по-
лукольцо S обладает единицей 1, то 1 будет единицей и полукольца
S[x], поскольку предполагается 1xk = xk. Обычно полукольцо коэффи-
циентов S наделяется 0 и 1.

Пример 2.5. Полукольца степенных рядов. Формальный степенной
ряд над полукольцом S есть выражение f = a0 + a1x + . . . + anx

n + . . .

с коэффициентами an ∈ S. Степенные ряды складываются и умножа-
ются аналогично многочленам из S[x]. Получается полукольцо степен-
ных рядов S[[x]] над полукольцом S от одной переменной x. В случае
полукольца S с нулём имеем S ⊂ S[x] ⊂ S[[x]].

Пример 2.6. Полукольца матриц. Пусть даны полукольцо S и на-
туральное число n. Обозначим через Mn(S) множество всех квадратных
матриц n-го порядка (т. е. размера n× n) с элементами aij ∈ S. Матри-
цы складываются и умножаются обычным образом, как числовые мат-
рицы. В результате получается полукольцо матриц Mn(S). Если S —
полукольцо с нулём 0, то полукольцо Mn(S) также обладает нулём —
матрицей О с нулевыми элементами. Если же S — полукольцо с нулём
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0 и с единицей 1, то единицей полукольца Mn(S) служит единичная
матрица E = (aij), где aij = 1 при i = j и aij = 0 при i ̸= j.

Одним из основных направлений теории полуколец является иссле-
дование конечных полуколец.

Найдем, с точностью до изоморфизма, все двухэлементные полу-
кольца. Всего существует 10 двухэлементных группоидов, из них 5 по-
лугрупп, среди которых 3 коммутативные и 2 некоммутативные полу-
группы: с левым умножением x ·y = x и с правым умножением x ·y = y.

Упражнение 2.1. Докажите сформулированные в предыдущем
абзаце утверждения. Для контроля см. [4, параграф 2.1].

Пусть S = {a, b}. Задавать полукольцевые операции на S можно ис-
ходя из трех аддитивных коммутативных полугрупп ⟨S,+⟩ или из пяти
мультипликативных полугрупп ⟨S, ·⟩. Используем первый подход. Для
этого на каждой из трех коммутативных полугрупп ⟨S,+⟩ определим
полукольцевое умножение ·, т. е. операцию умножения · на S, дающую
полукольцо ⟨S,+, ·⟩.

Возможны три случая.
1. ⟨{a, b},+⟩ — группа. Тогда ⟨{a, b},+, ·⟩ будет кольцом. Можно счи-

тать, что a = 0 — нулевой элемент. Поэтому умножение определяется
значением bb:

1.1) bb = 0 — тогда S есть кольцо с нулевым умножением;
1.2) bb = b — тогда S есть поле, изоморфное полю Z2 классов вычетов

целых чисел по модулю 2.
2. ⟨{a, b},+⟩ — цепь, a < b. При этом x + y = max{x, y}. Полуколь-

цевое умножение · в S определяется одним из следующих способов:
2.1) xy = min{x, y}, и S — дистрибутивная решетка с нулем a и

единицей b;
2.2) xy = x + y, и S — коммутативное идемпотентное моно-

полукольцо;
2.3) xy = a, т. е. S — полукольцо с нулем и константным умножением;
2.4) xy = b, т. е. S — полукольцо с константным умножением и

аддитивно поглощающим элементом;
2.5) xy = x, и S — полукольцо с левым умножением;
2.6) xy = y, и S — полукольцо с правым умножением.
3. ⟨{a, b},+⟩ — полугруппа с константным сложением, скажем,

x+ y = a. Рассмотрим полукольцо ⟨S,+, ·⟩ с данным аддитивным ре-
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дуктом. Легко видеть, что элемент a является мультипликативно по-
глощающим. Имеем:

3.1) bb = a, и полукольцо S также имеет константное умножение
xy = a;

3.2) bb = b, и S — коммутативное мультипликативно идемпотентное
полукольцо с единицей b и константным сложением.

В результате получается следующая

Теорема 2.1. Существует ровно 10 двухэлементных полуколец —
с точностью до изоморфизма.

Упражнение 2.2. Построить двухэлементные полукольца исходя
из пяти мультипликативных полугрупп.

3. Классы полуколец
Рассмотрим три важнейших класса полуколец — кольца, дистрибу-

тивные решётки, полутела, играющих существенную роль в структур-
ной теории полуколец, в прояснении строения абстрактных полуколец.

Кольца
Как уже отмечалось, кольцо — это полукольцо ⟨R,+, ·⟩, аддитивная

полугруппа которого является (коммутативной) группой. Нейтральный
элемент по сложению 0 будет нулём кольца. В кольцах R, наряду с ос-
новной операцией сложения +, вводится производная операция вычи-
тания −, именно a− b = a+ (−b) для любых элементов a, b ∈ R.

Можно стандартным образом показать, что полукольцо S вкладыва-
ется в качестве полукольца в некоторое кольцо R тогда и только тогда,
когда оно аддитивно сократимо; в качестве R можно взять кольцо раз-
ностей S − S аддитивно сократимого полукольца S.

Упражнение 3.1. Проверьте, что в любом кольце R аддитивно ней-
тральный элемент 0 является нулём и ∀a, b, c ∈ R

a− a = 0,−(a− b) = b− a, (−a)b = a(−b) = −(ab), (−a)(−b) = ab,

(a− b)c = ac− bc, a(b− c) = ab− ac.

Упражнение 3.2. Убедитесь, что всякое полукольцо, изоморфно
вложимое в кольцо, аддитивно сократимо.
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Дистрибутивные решетки
Дистрибутивная решётка стандартно определяется как алгебра-

ическая структура ⟨S,+, ·⟩ типа (2, 2), удовлетворяющая пяти парам
взаимно дуальных аксиом:

(1) (x+ y) + z = x+ (y + z), (xy)z = x(yz) (ассоциативность);
(2) x+ y = y + x, xy = yx (коммутативность);
(3) x+ x = x, xx = x (идемпотентность);
(4) x(x+ y) = x, x+ xy = x (поглощение);
(5) x(y + z) = xy + xz, x+ yz = (x+ y)(x+ z) (дистрибутивность).

Заметим, что алгебраическая структура ⟨S,+, ·⟩, удовлетворяющая
аксиомам (1)–(4), называется решёткой. Информацию о решётках, в
частности о дистрибутивных решётках, можно найти в книгах [16; 17].

Упражнение 3.3. Покажите, что в решётках один из дистрибутив-
ных законов влечёт другой.

Упражнение 3.4. Докажите эквивалентность (равносильность)
двух данных выше определений дистрибутивной решётки (первое опре-
деление дано в пункте 1).

Полутела
Теории полутел посвящена большая статья [10].
Приведём примеры полутел.

Пример 3.1. Полуполе нильмногочленов. Возьмём кольцо много-
членов R[x] и натуральное число n. Выделим в R[x] множество

S = {a0 + a1x+ . . .+ anx
n : a0 ∈ R+}.

Полагаем xn+1 = 0 ∈ R, xn ̸= 0. Тогда получаем полуполе S с обычны-
ми операциями сложения и умножения многочленов, которое назовём
полуполем нильмногочленов индекса n.

Пример 3.2. Полутело треугольных матриц. Рассмотрим кольцо
R всех верхнетреугольных матриц размера n × n с действительными
элементами aij, aij = 0 при i > j. Подполукольцо в R, состоящее из
верхнетреугольных матриц с положительными диагональными элемен-
тами aij, будет полутелом.

Пример 3.3. Полуполе степенных рядов. Рассмотрим в кольце
R[[x]] подполукольцо S всех степенных рядов с положительным сво-
бодным членом. Как легко видеть, S является полуполем.
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Пример 3.4. Мультипликативно циклическое полуполе. Рассмот-
рим числовое полуполе S = (2) = (1/2) = {2k : k ∈ Z} с операци-
ей сложения max и обычным умножением. Числа 2 и 1/2 служат об-
разующими мультипликативной циклической группы {2k : k ∈ Z} =

= {. . . , 1/4, 1/2, 1, 2, 4, 8, . . .}. Полуполе S изоморфно как полуполю〈
{2k : k ∈ Z},min, ·

〉
, так и полуполям ⟨Z,max,+⟩ и ⟨Z,min,+⟩.

Упражнение 3.5. Покажите, что всякое конечное полутело одно-
элементное {1}.

Упражнение 3.6. Докажите, что каждый неединичный элемент
произвольного полутела имеет бесконечный мультипликативный поря-
док.

4. Первые структурные теоремы
Наряду с понятием изоморфизма полуколец существует более общее

фундаментальное понятие гомоморфизма. Произвольное отображение
S → T полукольца S в полукольцо T , сохраняющее полукольцевые опе-
рации, называется их гомоморфизмом. Взаимно однозначные гомомор-
физмы — это изоморфизмы. Инъективный (сюръективный) гомомор-
физм полуколец называется мономорфизмом (эпиморфизмом). Значит,
изоморфизм = мономорфизм + эпиморфизм. Если S → T — эпимор-
физм полуколец, то полукольцо T называется гомоморфным образом
полукольца S.

Упражнение 4.1. Какие из возможных свойств полуколец, указан-
ных в пункте 1, сохраняются при эпиморфизмах? При гомоморфизмах?
Докажите, в частности, что образ полутела при любом гомоморфизме
будет полутелом.

Замечание 4.1. Из классической общеалгебраической теоремы
Биркгофа следует [18, пункт 13.1], что непустой класс K полуколец
образует многообразие тогда и только тогда, когда K замкнут отно-
сительно взятия произвольных прямых произведений, подполуколец и
гомоморфных образов.

Возьмём произвольный гомоморфизм α : S → T полукольца S в по-
лукольцо T . Рассмотрим на S бинарное отношение ρ(α) равнообразно-
сти отображения α:

aρ(α)b ⇔ α(a) = α(b) (∀a, b ∈ S).
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Очевидно, ρ(α) есть отношение эквивалентности на полукольце
S, причём оно согласовано с полукольцевыми операциями на S:
∀a, b, c, d ∈ S

aρ(α)b& cρ(α)d ⇒ (a+ c)ρ(α)(b+ d)& (ac)ρ(α)(bd).

Такое отношение эквивалентности ρ(α) на S будет конгруэнцией на
полукольце S. Именно отношение эквивалентности ρ на полукольце S

называется конгруэнцией на S, если для любых a, b, c, d ∈ S

aρb& cρd ⇒ (a+ c)ρ(b+ d)& (ac)ρ(bd).

Упражнение 4.2. Докажите, что в определении конгруэнции до-
статочно считать c = d.

Понятие конгруэнции позволяет корректно определить операции
сложения и умножения на фактор-множестве S/ρ = {a/ρ : a ∈ S} всех
классов a/ρ = {s ∈ S : sρa} эквивалентности ρ:

a/ρ+ b/ρ = (a+ b)/ρ и a/ρ · b/ρ = (ab)/ρ для любых a, b ∈ S.

Непосредственно проверяется, что полученная алгебраическая
структура ⟨S/ρ,+, ·⟩ будет полукольцом, называемым фактор-
полукольцом полукольца S по конгруэнции ρ. Отображение π:
S → S/ρ, π(a) = a/ρ для всех a ∈ S, является эпиморфизмом,
называемым каноническим эпиморфизмом полукольца S на своё
фактор-полукольцо S/ρ.

Замечание 4.2. Часто класс a/ρ элемента a по конгруэнции ρ

полукольца S обозначается как [a]ρ.

Теорема 4.1 (об эпиморфизме). Для всякого эпиморфизма α :

S → T существует единственный изоморфизм β : S/ρ → T , для ко-
торого α = πβ.

Часто эта теорема формулируется в несколько более общем случае
как

Теорема 4.2 (о гомоморфизме). Для всякого гомоморфизма
α : S → T существуют однозначно определённые изоморфизм β :

S/ρ → Imα и мономорфизм γ : Imα → T , для которых α = πβγ.
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Здесь Imα = {t ∈ T : ∃s ∈ S t = α(s)} — образ отображения α и γ —
тождественное вложение Imα в T (Imα ⊆ T ).

Упражнение 4.3. Проверьте, что образ любого гомоморфизма
S → T полуколец является подполукольцом в T .

Упражнение 4.4. Постарайтесь доказать теорему об эпиморфизме.

Упражнение 4.5. Выведите теорему 4.2 из теоремы 4.1.

Далее рассмотрим (непустое) семейство (ρi)i∈I конгруэнций на про-
извольном полукольце S. Пусть ρ — пересечение всех конгруэнций ρi
(i ∈ I). Имеем фактор-полукольца S/ρ и S/ρi по всем индексам i ∈ I,
прямое произведение ΠS/ρi и следующее отображение:

α : S/ρ → ΠS/ρi, α(a/ρ)(i) = a/ρi для любого a ∈ S и всех i ∈ I.

Нетрудно проверить, что отображение α инъективно и являет-
ся гомоморфизмом указанных полуколец. Особо важен случай, когда
ρ = ∩ρi = 0 есть нулевая конгруэнция на полукольце S, т. е. будет от-
ношением равенства на S; при этом S/0 = S.

Теорема 4.3 (о подпрямом разложении). Для любого семейства
(ρi)i∈I конгруэнций на полукольце S отображение α : S/ ∩ ρi → ΠS/ρi
является мономорфизмом, т. е. изоморфным вложением фактор-
полукольца S/∩ρi в прямое произведение ΠS/ρi фактор-полуколец S/ρi.
Если ∩ρi = 0, то α — изоморфное вложение самого полукольца S в пря-
мое произведение ΠS/ρi фактор-полуколец S/ρi.

Пример 4.1. Убедитесь, что кольцо Z30 классов вычетов целых чи-
сел по модулю 30 разлагается в прямое произведение полей Z2,Z3 и Z5:
Z30

∼= Z2 × Z3 × Z5.

Пример 4.2. Постройте дистрибутивную решётку S, изоморфную
прямому произведению двухэлементной цепи C2 и трёхэлементной цепи
C3. Найдите на полукольце S конгруэнции ρ и σ, такие, что ρ ∩ σ = 0,
S/ρ ∼= C2 и S/σ ∼= C3.

Упражнение 4.6. Подробно докажите теорему 4.3.

Пусть дано произвольное полукольцо S с нулём 0. Обозначим через
r(S) множество всех элементов в S, имеющих противоположный эле-
мент:

r(S) = {a ∈ S : ∃b ∈ S a+ b = 0}.
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Легко видеть, что r(S) есть идеал полукольца S, причём строгий идеал,
т. е. a+ b ∈ r(S), влечёт a, b ∈ r(S) для любых a, b ∈ S. Напомним, что
непустое подмножество J полукольца S называется его идеалом, если
J + J ⊆ J, SJ ⊆ J и JS ⊆ J .

Упражнение 4.7. Проверьте, что r(S) — строгий идеал полуколь-
ца S с 0, являющийся кольцом.

Зададим на полукольце S с 0 конгруэнцию Бёрна ≡ по идеалу r(S):

s ≡ t ⇔ ∃a, b ∈ r(S) s+ a = t+ b (∀s, t ∈ S).

Легко проверить, что класс нуля 0/ ≡ конгруэнции ≡ совпадает с r(S).

Упражнение 4.8. Докажите, что отношение ≡ является конгруэн-
цией на полукольце S, причём 0/ ≡= r(S).

Покажем, что фактор-полукольцо S/ ≡ является антикольцом. Сна-
чала заметим, что 0/ ≡ будет нулём фактор-полукольца S/ ≡ . Пред-
положим, что s/ ≡ +t/ ≡= 0/ ≡ для некоторых s, t ∈ S. Тогда
(s + t)/ ≡= 0/ ≡, т. е. (s + t) ≡ 0, откуда (s + t) + a = 0 + b = b

для некоторых элементов a, b ∈ r(S). Поскольку идеал r(S) строгий, то
s, t ∈ r(S), значит, s/ ≡= t/ ≡= 0/ ≡.

Скажем, что полукольцо S с нулём 0 является 0-расширением полу-
кольца A при помощи полукольца B, когда на полукольце S существу-
ет такая конгруэнция ρ, что полукольцо 0/ρ изоморфно A и фактор-
полукольцо S/ρ изоморфно B.

Тем самым доказана следующая структурная теорема о полуколь-
цах.

Теорема 4.4 (о расширении). Любое полукольцо S с нулём являет-
ся 0-расширением кольца при помощи антикольца.

Упражнение 4.9. Докажите, что кольцо в теореме 4.4 определено
однозначно с точностью до изоморфизма, именно оно изоморфно r(S).

Теорема 4.5. Пусть S — произвольное полукольцо с нулём 0 и коль-
цо r(S) обладает единицей e. Тогда S разлагается в прямую сумму сво-
их идеалов eS = r(S) и J , где eS — кольцо, а J является антикольцом,
причём такое разложение единственно.

Разложение полукольца S в прямую сумму идеалов I и J из S, в
записи S = I ⊕ J , означает, что каждый элемент s ∈ S представим в



38 Вечтомов Е. М.

виде суммы s = a+b однозначно определённых элементов a ∈ I и b ∈ J .
Если полукольцо S имеет нуль 0, то I ∩ J = {0}.

Разберём доказательство этой теоремы.
По условию элемент e служит единицей кольца r(S). Мы уже знаем,

что r(S) является идеалом в S. Поэтому eS ∪ Se ⊆ r(S) ⊆ eS ∩ Se.
Следовательно, r(S) = eS = Se. Заметим также, что es = ese = se для
всех s ∈ S.

Единица e кольца r(S) имеет противоположный элемент −e ∈ r(S).
Значит, можно определить множество J = {s + (−e)s : s ∈ S}. Легко
видеть, что J — идеал полукольца S.

Покажем, что S = eS ⊕ J . Для любого элемента s ∈ S имеем
s = es+ (s+ (−e)s). Допустим также, что s = er + (t + (−e)t) для
некоторых r, t ∈ S. Умножая оба равенства на e слева, получаем
es = er. Прибавляя к обеим частям равенств элемент −es = −er, имеем
s+ (−e)s = t+ (−e)t.

Проверим, что J — антикольцо. Предположим, что (s + (−e)s)+

+(t+ (−e)t) = 0 для некоторых s, t ∈ S. Тогда s ∈ r(S) и s = es. Значит,
s+ (−e)s = es+ (−e)s = 0s = 0.

Далее, пусть S = I ⊕K для таких идеалов I и K полукольца S, что
I — кольцо и K — антикольцо. Элемент 0 = 0+0 полукольца S служит
нулём полуколец I и K. Поэтому I ⊆ r(S). Проверим обратное включе-
ние r(S) ⊆ I. Для этого достаточно показать, что e ∈ I. Раскладываем
e = a + b, где a ∈ I и b ∈ K. Имеем e = a + eb, причём eb ∈ K. Откуда
b = eb и b + (−e)b = 0 в антикольце K. Значит, b = 0 и e = a ∈ I.
Получили равенство I = r(S).

Докажем равенство K = J . Имеем включение K ⊆ J : если s ∈ K, то
s = es+s+(−e)s = s+(−e)s ∈ J , поскольку es ∈ I∩K = {0}. Включение
J ⊆ K вытекает из равенства r(S)⊕K = r(S)⊕ J и включения K ⊆ J .
Действительно, каждый элемент s ∈ J имеет разложения s = 0 + s и
s = r+ t, r ∈ r(S) и t ∈ K. Следовательно, r = 0 и s = t. Откуда J ⊆ K.
Стало быть, K = J .

Теорема 4.5 доказана.

Упражнение 4.10. Установите взаимосвязи между прямой суммой
S = I ⊕ J идеалов I и J полукольца S и прямым произведением I × J

полуколец I и J .
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