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В вузовском преподавании мы часто сталкиваемся с ситуацией, ко-
гда приходится констатировать факт, что содержание дисциплины сту-
дентам «затруднительно для понимания», да и студенты часто утвер-
ждают, что тот или иной раздел им «непонятен». В общем, чувству-
ется различие в понятиях «знание» и «понимание»: можно «знать»,
но «не понимать», а потому «понять» куда важнее, чем просто «знать».
В этой связи целесообразно вести речь об обучении математике, наце-
ленном на понимание. Но чтобы разработать положения такого обу-
чения, необходимо обратиться к методологической трактовке понятия
«понимание», а для методики обучения математике – его связи с семан-
тическими аспектами.

В «знаниевой» модели обучения понимание рассматривается с ра-
циональной точки зрения, как «понимание фактологического знания».
Отсюда и известная трактовка понимания в обучении: «понимать —
значит запомнить и научиться применять». В культуротворческой мо-
дели образования понимание трактуется «герменевтическим кругом»
(Х. Г. Гадамер): «Чтобы понять, надо объяснить, а чтобы объяснить,
надо понять». Герменевтическая тенденция в обучении ориентирует
на понимание в идейном аспекте: «в итоге — получить ИДЕЮ по-
знания (а не само познание), т. е. метод» [1, с. 398]. Таким обра-
зом, можно выделить два основных вида понимания в познании ми-
ра: понимание-объяснение, характерное для методологии естественных
наук, и понимание-истолкование, характерное для гуманитарных наук.

Математика является специфической наукой, не вписывающейся ак-
куратно ни в один из названных видов наук ни по предмету исследо-
вания, ни по методам. И в то же время она имеет их составляющие.
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С одной стороны, математика изучает формы и отношения реального
мира (естественно-научный компонент), поэтому методология матема-
тики связана с «объясняющими» методами. Но формы и отношения
реального мира математика рассматривает в отвлечении от их содер-
жания с помощью абстракций, которые являются продуктом челове-
ческой деятельности, т. е. культуры. Следовательно, другая сторона
предмета математики (гуманитарная) состоит в том, что он не суще-
ствует «сам по себе», а создается человеком. Творения, выраженные на
математическом языке, требуют истолкования, расшифровки замысла
(конструирования абстракции, идеи доказательства и т. п.), воплощен-
ного математиками в своих трудах. Потому изучение математики связа-
но с пониманием-истолкованием. Необходимо осознавать основу (идею)
«получения» математических фактов, способы их выражения и те виды
человеческой деятельности, которые к ним приводят (образные, языко-
вые, мыслительные и т. д.).

Таким образом, говоря о понимании в обучении математике, необхо-
димо иметь в виду, что оно имеет два компонента: естественно-научный
(компонент рациональной модели понимания) и гуманитарный (компо-
нент антропологической модели понимания).

Понимание с методологических позиций связано с понятиями осмыс-
ления, объяснения, интерпретации [2; 3]:

1. Понимание как осмысление означает выделение смысла, который
содержится во взаимосвязях существенных сторон понятий, рас-
шифровка результата человеческой деятельности.

2. Понимание как объяснение («рациональное объяснение») требует
согласования структур (структуры науки и структуры культуры),
выделения составляющих знания, их причинно-следственной свя-
зи.

3. Понимание как интерпретация есть отношение субъекта к знанию,
некоторое истолкование, определение того, что это знание озна-
чает, т. е. установление соответствия между знанием и реальной
действительностью.

В каждой трактовке понятия понимания процессуальная составля-
ющая понимания требует выделения взаимосвязей в объекте изучения.
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Следовательно, с методологических позиций понимание связано с уста-
новлением взаимосвязей (существенных сторон понятия, структур зна-
ния, в отношениях к знанию). И если обучение будет нацелено на пони-
мание, то познавательный его аспект требует акцента на установление
взаимосвязей в материале (объекте изучения).

С психологических позиций работа понимания при усвоении знаний
описывается двумя механизмами: осмыслением значений и означением
смысла, и характеризуется установлением взаимосвязей, их значимо-
сти и построением концепта [4]. Осмысление значений характеризует
первое направление работы понимания: движение от значения к смыс-
лу. Второе направление является обратным, оно характеризует «при-
писывание» значений смысловым составляющим знания: движение от
смысла к значению. Если эта работа выполняется, то знание получает
двойную окраску: окраску означенности и осмысленности. Таким об-
разом, в процессе понимания с психологических позиций происходит
как бы «построение» знания посредством установления взаимосвязей
от смысла к значению и обратно. Эти связи мы называем содержатель-
ными.

Таким образом, ключевыми понятиями для трактовки понимания
(как процесса, так и результата) являются понятия «смысл» и «значе-
ние». Если речь идет о понимании в обучении математике, то эти ключе-
вые понятия должны рассматриваться под призмой работы с учебным
математическим текстом (устным или письменным), что имеет непо-
средственную связь с выражениями языка.

Г. Фреге, исследуя отношения между выражениями языка, опреде-
лил, что собственные имена в языке имеют два значения: предметное и
смысловое [5] (рис.).

Рис. Треугольник значений имени предмета по Г. Фреге

Предметное значение имени (денотат, или просто «значение») — это
тот конкретный объект (или класс предметов), которому приписано
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данное имя. Имя имеет другое значение — косвенное, которое называют
смыслом (концептом), его объективное содержание.

А. Черч концепт понимал иначе. Его сущность он раскрывает сле-
дующим образом: «Смысл (или концепт) — это постулированный аб-
страктный объект с определенными постулированными свойствами» [6,
с. 343]. То есть можно вести разговор о смысле имени, ничего не зная
о его денотате, кроме того, что он определяется этим смыслом. Так
что смысл имени, по Черчу, тоже предметен (раз это «объект»), но его
«предметность» выражается свойствами предметного значения.

Г. Фреге утверждает, что денотат имени может не существовать,
но концепт есть всегда. Он приводит пример имени «в наименьшей сте-
пени сходящийся ряд», которое имеет смысл, но не имеет значения [5,
с. 36]. Можно привести и другие примеры. Скажем, «порядок числа 2
аддитивной группы целых чисел». Смысл имени в том натуральном чис-
ле n, что n-кратное двойке равно 0. Понятно, что такого натурального
числа не существует, т. е. значения нет. Аналогичные примеры можно
привести из школьной математики. Скажем, log2 0 обозначает число n,
такое, что 2n = 0. Значения нет, но смысл есть в воображаемом числе
n с «постулированным» свойством.

А. Черч придерживался другой точки зрения: «Если дан смысл,
то этим определяется существование и единственность денотата» [6,
с. 20]. Видимо, речь идет о совпадении концепта и денотата.

Расхождение точек зрения Г. Фреге и А. Черча, на наш взгляд, свя-
зано с тем, что понятия концепта и денотата они применяют к разным
понятиям. Г. Фреге говорит о собственных именах, которые являются
выражением языка для обозначения конкретных вещей, А. Черч ведет
разговор о самих «вещах». Именно поэтому с одной позиции денотат су-
ществует всегда, с другой — нет. Заметив это расхождение, В. В. Мадер
пришел к новой концепции [7], которой мы придерживаемся. В ней он
ограничивается рассмотрением концептов и денотатов имен абстракт-
ных объектов, что достаточно для математических понятий.

Имена являются языковыми выражениями понятий теории. Поэто-
му всякое введение имен (описание теории) должно начинаться с явного
описания предметной области (принцип Э. Шредера). Тогда денотатом
обладают только те имена, которые находятся в предметной области.
Все остальные имена обладают другим статусом существования. Поня-
тие «концепт имени абстрактных предметов» В. В. Мадер раскрывает
следующими положениями.
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1. Абстрактный (математический) предмет существует только как
элемент некоторой системы. Поэтому смысл имени абстрактного пред-
мета сводится к пониманию роли этого предмета как элемента объем-
лющей системы. Другими словами, смысл математических понятий в
их связях с другими понятиями некоторого целого (например, алгебра-
ической системы). Например, концепт комплексных чисел определяется
описанием поля комплексных чисел.

2. Смысл имени обеспечивает возможность его правильного употреб-
ления. В математике, по мнению В. В. Мадера, это происходит в тео-
ретических выкладках дедуктивного характера. Мы добавим, что это
обеспечение в математике гарантируется точностью математического
языка. Например, можно сформулировать на естественном языке сле-
дующее определение подгруппы, порожденной множеством.

Пусть G – группа и M ⊆ G. Подгруппой H, порожденной множе-
ством M, называется наименьшая подгруппа группы G, содержащая
множество M, т. е. с условием M ⊆ H.

Языковое выражение «наименьшая подгруппа, содержащая множе-
ство», конечно, с математической точки зрения означает не наименьшее
число элементов (подгруппа может быть бесконечного порядка), а толь-
ко то, что «любая подгруппа, содержащая множество M, содержит и
множество H». В математической символике это выражается наиболее
точно, не позволяя двойственного толкования (особенно «начинающе-
му» изучение математики):

(∀T ≺ G)(M ⊆ T⇒ H ⊆ T)

(здесь запись T ≺ G означает «T является подгруппой группы G»).
3. Смысл имени абстрактного предмета содержит возможность пред-

ставления, позволяющего связать это имя с наглядным образом.
Последнее положение автор аргументирует фактами истории мате-

матики, когда долгое время отвергались некоторые понятия в связи
с тем, что в свое время не был найден для них наглядный образ. Такой
ситуацией, например, сопровождалось введение комплексных чисел.

В этом плане мы хотели бы уточнить точку зрения В. В. Маде-
ра. Смысл не всех математических понятий, изучаемых в вузовском
курсе, можно с легкостью наглядно иллюстрировать. Например, каким
образом наглядно иллюстрировать смысл понятия кольца? Кольцо яв-
ляется множеством с двумя бинарными алгебраическими операциями
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на нем, для которых выполняется ряд требований (аксиом). Скорее все-
го, смысл имен математических объектов содержит возможность свя-
зать их с уже освоенными знаниями (иногда их называют фоновыми
знаниями), отраженными (сформированными) в сознании понятиями,
закрепленными личностным опытом студента. Последние знания в сво-
ей совокупности мы называем интуитивным арсеналом.

Исходя из высказанных соображений, третье положение примени-
тельно к концепту абстрактных предметов целесообразно принять в сле-
дующей трактовке.

3*. Смысл имени абстрактного предмета содержит возможность
представления, позволяющего связать это имя с освоенными знания-
ми (интуитивным арсеналом).

Предыдущие три положения, характеризующие смысл имен аб-
страктных объектов, относятся к объектам, которые имеют предметную
природу. «Непредметная» природа объектов в математике тоже про-
является, это выражается в виде свойств, отношений, функций и др.
В. В. Мадер отмечает сложность описания концепта для таких матема-
тических объектов, поскольку денотат может быть истолкован различ-
ными способами. В своих рассуждениях он приходит к выводу (и мы
с ним согласны), что в теоретических построениях не возникает надоб-
ности обращаться к денотату таких имен, такие понятия определяются
исключительно концептом, а «денотат — это просто “нечто”, соответ-
ствующее концепту» [7, с. 105].

Таким образом, взаимосвязь денотата и концепта математического
понятия двусторонняя (рис.): концепт характеризует денотат (с помо-
щью свойств предмета, его связей, интуитивных представлений и т. д.);
денотат, в свою очередь, является «воплощением» смысла, опредмечен-
ным смыслом.

Из семантической трактовки понятия смысла вытекают следующие
выводы, полезные для построения методики обучения математике.

1. Для использования математических понятий бо́льшую важность
имеет содержательное значение имен объектов (смысл, концепт),
чем их предметные значения (денотат). Назовем этот вывод прин-
ципом доминирования концепта (смысла).

2. Смысл математических понятий содержится во взаимосвязях это-
го понятия в системе математического знания, как объективного,
так и субъективного (интуитивного арсенала).



66 Сотникова О. А.

Во всяком математическом понятии как форме мышления выделя-
ется его содержание и объем. В содержание понятия включается множе-
ство существенных признаков данного понятия, в объем — множество
объектов, к которым применимо данное понятие. Термин как языковое
выражение понятия в семантическом плане характеризует «имя пред-
мета». Тогда объем понятия отражает денотат имени (термина), содер-
жание понятия — концепт имени (термина). Поэтому можно сказать,
что денотат понятия «отражает» его объем, а концепт понятия — его
содержание. Именно «отражают», а не «являются». Например, в объем
понятия «знак подстановки степени n» входят два числа: 1 и –1. Де-
нотат имени (термина) обозначает предмет, который заименовывается.
Именем «знак подстановки» заименовывается не множество {1, –1}, а
связь (в данном случае, функциональная) между подстановками и мно-
жеством {1, –1}. В содержание понятия «знак подстановки» входят его
существенные свойства, которые фиксируются определением и теоре-
мами. К ним относятся: способ вычисления знака подстановки (по фор-
мулам, с помощью графов и пр.), свойство мультипликативности и т. д.
Концепт же понятия «знак подстановки» как элемент системы, помимо
его свойств, включает связи между этими свойствами. То есть он отве-
чает на вопросы «почему так», «как можно иначе», «что лежит в основе
свойства» и т. д. Иначе говоря, объем понятия и его содержание фикси-
рует («материализует») связи понятия (между объектами, к которым
применимо понятие, между его характеристическими признаками). Де-
нотат и концепт отражают процесс этой фиксации («материализации»)
и его результат.

Таким образом, содержательные связи понятий отражают процессу-
альную сторону отношения между объемом и содержанием понятий.

В вузовском обучении математике обычно понятия рассматриваются
по объему и содержанию: приводятся примеры понятий, изучаются (до-
казываются и «применяются» при решении задач) свойства понятия. То
есть изучаются фиксированные свойства, а не сам процесс такой фикса-
ции. Если обучение нацелено на понимание (а понимание — это, прежде
всего, установление связей), то понятия целесообразно рассматривать
по их концепту и денотату, т. е. с точки зрения смысла.

Связь является отношением взаимной зависимости, взаимной обу-
словленности, а значит, в основе любой связи есть некоторая основа,
позволяющая это отношение установить. Поскольку материал матема-
тики составляют абстракции различного рода (отождествления, идеа-
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лизации, осуществимости и т. д.) [8], то основу математических взаи-
мосвязей — специфические идеи (идеи математики) и действия, кото-
рые повлекли за собой возникновение этих абстракций. Характеристика
идей математики, составляющих основу математических абстракций,
дана в работах Е. М. Вечтомова [9]: координатизация (термин Г. Вей-
ля [10]), изморфность, факторизация, идеи двойственности, предельно-
го перехода, непрерывности, упорядоченности и др. Заметим, что меж-
ду идеями математики порой трудно провести четкое разграничение.
Так, координатизация по сути задает предметность рассматриваемых
понятий, т. е. опредмечивает объем понятия. А изоморфность теорий
позволяет применить формализацию. Поскольку основные идеи лежат
в основе установления взаимосвязей в математическом материале, то
организация обучения, нацеленного на понимание, должна их учиты-
вать.

Таким образом, с семантической точки зрения организация обучения
математике, нацеленного на понимание, должна быть ориентирована
на установление содержательных связей в учебном материале. Содер-
жательные связи в математическом материале (тексте) имеют двуна-
правленный характер: от смысла термина к его значению и обратно.
Процесс установления содержательных связей позволяет «построить»
знание, вскрыть идею изучаемого математического понятия.
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