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НЕКОТОРЫЕ ОСОБЕННОСТИ УГЛОВ ВЫЛЕТА

ЧАСТИЦ, РОЖДЁННЫХ В РЕАКЦИЯХ РАСПАДА,

В РЕЛЯТИВИСТСКОМ И НЕРЕЛЯТИВИСТСКОМ

СЛУЧАЯХ

Павел Андреевич Макаров
Физико-математический институт ФИЦ Коми НЦ УрО РАН,
makarovpa@ipm.komisc.ru

Аннотация. На основе кинематического подхода изучены
некоторые особенности углов вылета дочерних частиц, рождён-
ных в процессах распада. Сформулированы и доказаны утвер-
ждение и теоремы, описывающие кинематику реакций распада
в нерелятивистском и релятивистском случаях. Получены и про-
анализированы следствия, позволяющие определять максималь-
ные углы вылета рождённых частиц. Установлена связь между
углами вылета частиц в системе центра инерции и соответствую-
щими им углами, регистрируемыми в лабораторной системе ко-
ординат. Показано, что характер этой связи существенно зависит
не только от отношения скоростей материнских и дочерних ча-
стиц, но и от их абсолютных значений.

Ключевые слова: распад, кинематика, законы сохранения,
углы вылета, преобразования Лоренца
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Article

Some features of production angles of particles born in decay
reactions in relativistic and nonrelativistic cases

Pavel A. Makarov
Institute of Physics and Mathematics, Federal Research Centre Komi
Science Centre, Ural Branch, RAS, makarovpa@ipm.komisc.ru

Abstract. On the basis of kinematic approach some features of
production angles of particles born in decay processes are studied.
Statement and theorems describing the kinematics of decay reactions
in the nonrelativistic and relativistic cases are formulated and proved.
Corollaries allowing to determine the maximum of production angles
of born particles are obtained and analyzed. The relation between
the production angles of particles in the center-of-momentum frame
and the corresponding angles registered in the laboratory frame is
established. It is shown that the nature of this relation depends
essentially not only on the ratio of the velocities of particles, but
also on absolute values of velocities.

Keywords: decay, kinematics, conservation laws, production
angles, Lorentz transformations
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1. Введение

Определение 1. Под термином распад в рамках данной работы бу-
дем понимать процесс спонтанного превращения исходного яд-
ра или частицы (называемых родительскими или материнскими)
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в несколько продуктов распада (порождённые или дочерние части-
цы).

Процесс распада хорошо известен на протяжении уже более ста лет,
в течение которых его исследование было широко связано с изучением
явления радиоактивности [1; 2]. Несмотря на такую существенную про-
должительность, данные исследования не потеряли своей актуальности
по сей день и продолжают приводить к новым открытиям. Так, напри-
мер, в 1981 году была открыта протонная [3], а в 2002 году и двухпротон-
ная [4; 5] радиоактивность — явления спонтанного испускания ядрами
протонов. Кроме того, в 1984 году Г. Роуз, Г. Джонс [6] и независимо
от них Д. Александров [7] впервые обнаружили кластерную радиоак-
тивность — явление самопроизвольного испускания ядрами фрагментов
тяжелее, чем α-частица. Примером такого процесса является распад

223Ra → 209Pb + 14C. (1)

Указанные факты свидетельствуют о том, что радиоактивный рас-
пад является важнейшим процессом, позволяющим определить стро-
ение ядра, а также его основные физические характеристики и свой-
ства. Это положение остаётся актуальным и по сей день, поскольку
не прекращаются исследования в области синтеза новых тяжёлых эле-
ментов [8].

Более того, процессы распада (понимаемого в широком смысле)
характерны не только для ядерной физики, но и для физики ча-
стиц [9], поскольку различные превращения частиц друг в друга явля-
ются неотъемлемой частью их «жизненного цикла». Так, подавляющая
часть известных в настоящее время частиц нестабильны и имеют ма-
лое время жизни [10]. В процессе распада тяжелых частиц образуется
несколько частиц сравнительно меньшей массы.

Распады частиц, как и все физические явления, подчиняются фун-
даментальным законам сохранения энергии и импульса. Если в приро-
де имеются неизвестные на текущий момент частицы, то с помощью
данных законов их существование можно обнаружить по отклонени-
ям параметров распада от предсказаний принятой в настоящее время
теории.

Пример 1 (Распады бозона Хиггса). Примером, хорошо иллюстриру-
ющим последнее утверждение, является экспериментальное откры-
тие в 2012 году бозона Хиггса, которое было осуществлено именно
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благодаря анализу мод его распада [12; 13]. В 2023 году коллаборации
CMS и ATLAS на коллайдере LHC в ЦЕРНе сообщили об обнаружении
следов редкого распада бозона Хиггса на Z-бозон и фотон [14; 15]

H → Z + γ. (2)

В силу указанных выше причин, изучение процессов распада, про-
водимое уже свыше ста лет, до сих пор остается актуальным. При этом
исследование распада можно проводить на разном уровне детализации
теории и эксперимента, привлекая аппарат различных разделов мате-
матики и физики. Самым базовым уровнем здесь является аппарат
классической механики. Ограничиваясь только им, можно с определён-
ным успехом описывать некоторые свойства распада, однако совершен-
но очевидно, что полной картины явления классическое описание не да-
ёт. Для более аккуратного исследования процессов, протекающих при
высоких энергиях, необходимо привлекать аппарат специальной теории
относительности, но и это, вообще говоря, не является достаточным. Бо-
лее глубокую картину явления можно получить, опираясь на квантовую
теорию.

В то же время оказывается, что при анализе результатов экспери-
мента с абсолютной уверенностью можно использовать кинематические
соотношения без привлечения квантовой теории. Они позволяют иден-
тифицировать тип реакции и природу отдельных её продуктов, уста-
новить связь между углами вылета и энергиями различных вторичных
частиц или между углами вылета и энергией одной и той же вторичной
частицы, определить разрешенные области энергий и углов, в которых
следует ожидать появления той или иной вторичной частицы, найти
энергетические пороги реакций и т. д. [11]. Особенно отчётливо это про-
является в том случае, когда в конечном состоянии наблюдаются только
две частицы. При этом существует вполне определенная связь между
углами вылета частиц и энергией. Кроме того, на практике часто воз-
никает необходимость пересчитывать характеристики частиц и реакций
между разными системами отсчёта, что также подчёркивает необходи-
мость исследования кинематических характеристик распада.

Проведённый выше анализ показывает, что кинематика процессов
распада является достаточно актуальной и важной задачей, так как
анализ и обработка информации о различных распадах вносит большой
вклад в развитие современных теорий, способствуя поиску неизвестных
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частиц, определению их свойств и, как следствие, уточнению и допол-
нению существующих моделей и формированию физики за пределами
стандартной модели.

Избранной тематике посвящена достаточно обширная учебная и на-
учная литература. В то же время анализ источников показывает, что
подробное исследование углов вылета частиц, рождённых в реакциях
распада, проведённое на основе сравнения результатов расчёта в реля-
тивистском и нерелятивистском предельных случаев, может представ-
лять некоторый самостоятельный интерес.

Таким образом, целью настоящей работы является кинематическое
исследование закономерностей направления вылета нерелятивистских
и релятивистских дочерних частиц, рождённых в процессе распада.

2. Основные соглашения и обозначения
Рассматривается самопроизвольный распад родительской частицы

с образованием только двух порождённых частиц, протекающий по схе-
ме:

a0 → a1 + a2, (3)

где ai — символ той или иной i-й частицы.
Потенциальную энергию частиц во внешних силовых полях отдель-

но учитывать не будем, поскольку законы сохранения в процессе (3) бу-
дут записываться непосредственно для момента самого распада. Таким
образом, полная энергия i-й частицы Ei определяется только суммой её
внутренней Wi и кинетической Ti энергий:

Ei = Wi + Ti. (4)

Для анализа процессов распада в данной работе равноправно ис-
пользуются две системы отсчёта:

• система центра инерции (обозначаемая в дальнейшем как
ц-система);

• система отсчёта, связанная с лабораторией (л-система).
В л-системе скалярные величины (такие, как масса m, время жиз-

ни τ , полярный угол θ и т. п.) записываются светлым курсивом, трёх-
мерные векторы — полужирным шрифтом. В ц-системе используются
такие же обозначения, как в л-системе, снабжённые «звёздочкой» (ис-
ключением здесь, в силу её инвариантности, является масса частицы,
для которой сохраняется обозначение «без звёздочки»).
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Пример 2. Так, E и p — это энергия и импульс частицы в л-системе,
а E∗ и p∗ — её же энергия и импульс в ц-системе.

В основном используется стандартная в квантовой теории поля и
физике частиц система единиц c = 1 [9; 16; 17].

3. Основные теоремы
3.1. Нерелятивистский случай
В ц-системе закон сохранения энергии [18] для реакции (3) даёт

W ∗
0 = E∗1 + E∗2 . (5)

В связи с тем что E∗i > mi, i = 1, 2, равенство (5) может выполнять-
ся, только если суммарная масса продуктов распада m1 +m2 < W ∗

0 .
В обратном случае (если m1 +m2 > W ∗

0 ) исходная частица оказывает-
ся устойчивой по отношению к такому распаду, поэтому для его осу-
ществления материнской частице необходимо сообщить энергию, кото-
рая должна быть не меньше энергии связи распадающегося тела по аб-
солютной величине.

В силу закона сохранения импульса сумма импульсов двух распад-
ных частиц в ц-системе равна нулю. При этом сами распадные частицы
разлетаются с равными по модулю и противоположно направленными
импульсами

p∗1 = m1v
∗
1 = p∗2 = m2v

∗
2 = p∗, (6)

где p∗ –– абсолютное значение импульсов продуктов распада, а v∗i ,
i = 1, 2 — их скорости.

Законы (5) и (6) позволяют определить все механические характе-
ристики продуктов распада [11; 16; 18]. Не останавливаясь подробно на
полном анализе данных соотношений, обсудим только один вопрос, име-
ющий отношение к последующему изложению. А именно проанализиру-
ем возможные углы вылета θ одной из распадных частиц относительно
направления скорости первоначальной частицы.

Утверждение 1. Пусть в л-системе материнская частица движет-
ся со скоростью v0. В этой же системе исследуемая дочерняя части-
ца движется со скоростью v1, а в ц-системе ей соответствует ско-
рость v∗1. Тогда зависимость скорости дочерней частицы от направ-
ления её вылета в л-системе определяется согласно уравнению

v20 + v21 − 2v0v1 cos θ = (v∗1)2. (7)



10 Макаров П. А.

Доказательство. Результат (7) непосредственно следует из теоремы
о сложении скоростей v1 = v0 + v∗1 [16; 18] и хорошо известной теоремы
косинусов.

Зависимость (7) может быть представлена графически с помощью
диаграмм скоростей, приведённых на рис. 1. На данных диаграммах
изображены «треугольники скоростей», построенные на векторах v0,
v∗1 и v1. При этом вектор скорости материнской частицы v0 в л-системе
выбран направленным вправо, так что его начало соответствует точ-
ке A, а конец — точке O. Вектор v∗1 есть собственная скорость дочерней
частицы, т. е. её скорость в ц-системе. Соответственно этому начало век-
тора v∗1 помещено в точку O, которая, таким образом, согласно нашему
соглашению о векторе v0, действительно является началом отсчёта ц-
системы.

(a) v0 < v∗1 (b) v0 > v∗1

Рис. 1. Диаграммы скоростей для распада нерелятивистской частицы

Иллюстрацией того, что направление вылета дочерней частицы в ц-
системе ничем не ограничено и может быть произольным, на рис. 1
являются окружности с центром в точке O и радиусом v∗1. Таким об-
разом, данные окружности представляют собой геометрическое место
точек, сооветствующих концам C всех возможных векторов v∗1.

Из всего изложенного выше следует, что в л-системе дочерней ча-
стице отвечает скорость v1, представляющая собой вектор, проведён-
ный из точки A в точку C. На рис. 1 отмечены углы вылета дочерней
частицы θ и θ∗ (в л- и ц-системах соответственно), определённые по от-
ношению к направлению скорости v0 материнской частицы в л-системе.
Анализ этих углов (см. подробности далее в следствии 1) показывает,
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что изотропия направлений вылета дочерних частиц, наблюдаемая в
л-системе, присутствует только в случае v0 < v∗1 (при этом точка A ле-
жит внутри области, ограничиваемой окружностью, образованной точ-
ками C).

Следствие 1. Утверждение 1 приводит к возможности реализации
двух ситуаций.

1. Скорость материнской частицы меньше собственной скорости
дочерней частицы v0 < v∗1 (см. рис. 1a). В этом случае дочерняя
частица может вылететь под любым углом θ ∈ [0, 2π].

2. Скорость первичной частицы больше собственной скорости вто-
ричной частицы v0 > v∗1 (см. рис. 1b). При этом из рис. 1b видно,
что независимо от угла θ∗ частица в л-системе может выле-
теть только вперед, под углом θ ∈ [0, θmax], где максимальный
угол θmax определяется равенством

sin θmax =
v∗1
v0
. (8)

Доказательство. Очевидно из анализа рис. 1.

Следствие 2. Связь между углами вылета дочерней частицы θ и θ∗

в л- и ц-системах может быть записана в виде

cos θ∗ = −v0
v∗1

sin2 θ ± cos θ

√
1−

(
v0
v∗1

)2

sin2 θ. (9)

Доказательство. Непосредственно из рис. 1 вытекает равенство

tg θ =
v∗1 sin θ∗

v∗1 cos θ∗ + v0
. (10)

Возводя последнее выражение в квадрат и используя основное три-
гонометрическое тождество, легко получить

(v∗1 cos θ∗ + v0)
2 = (v∗1)2(1− cos2 θ∗) ctg2 θ. (11)

Раскрывая здесь квадрат суммы, деля почленно на (v∗1)2 и перегруп-
пировывая слагаемые, приходим к равенству

(1 + ctg2 θ) cos2 θ∗ + 2
v0
v∗1

cos θ∗ +

(
v0
v∗1

)2

− ctg2 θ = 0. (12)
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Последнее, как несложно видеть, есть квадратное уравнение отно-
сительно cos θ∗, корнями которого и является выражение (9).

Замечание 1. Как видно из рис. 1a, для случая v∗1 > v0 связь между θ∗

и θ однозначна. При этом в (9) необходимо выбирать знак «+» перед
корнем. Если v∗1 < v0, то связь между θ∗ и θ неоднозначна: каждо-
му значению θ отвечают два значения θ∗ (векторам v∗, проведённым
на рис. 1b из центра окружности в точки B или C, отвечают два
знака «±» перед корнем в уравнении (9).

Сформулированные и доказанные следствия утверждения 1 проил-
люстрированы на рис. 2 и 3.

Рис. 2. Связь между θ∗ и θ в случае v0 < v∗1

Как видно из рис. 2, в полном соответствии с результатами след-
ствия 1, в случае v0 < v∗1 отсутствует ограничение на максималь-
ный угол вылета дочерней частицы. Кроме того, для данной ситуации
можно заметить, что зависимость θ∗ = θ∗(θ), определяемая соотноше-
нием (9), в случае сравнительно медленной материнской частицы хо-
рошо приближается линейной функцией (кривая, изображенная самой
тонкой линией). В противоположность этому для более быстрых мате-
ринских частиц связь углов θ∗ и θ существенно нелинейная (см. на кри-
вую, показанную самой толстой линией). Для последнего случая также
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можно утверждать, что в ц-системе дочерние частицы преимуществен-
но вылетают «назад» (т. е. в область углов θ∗ > 90◦), при том что в л-
системе их регистрация может происходить в достаточно широком ин-
тервале углов ∆θ > 90◦, захватывающем область острых углов θ < 90◦

тем больше, чем ближе отношение v0/v∗1 к единице.
Дополнительно, на рис. 2 штрих-пунктирными линиями показаны

предельные случаи зависимости θ∗(θ) в случае покоящейся материнской
частицы (v0 = 0) и материнской частицы, движущейся со скоростью,
чуть меньшей собственной скорости дочерней частицы (v0 → v∗1).

Рис. 3. Связь между θ∗ и θ в случае v0 > v∗1

Рис. 3 подтверждает результат следствия 1 о том, что для случая
v0 > v∗1 в л-системе имеется максимальный угол θmax вылета дочерней
частицы. Другими словами, в этой ситуации продукты распада в л-
системе всегда наблюдаются вылетающими «впрерёд». Дополнительно
из рис. 3 видно, что θmax увеличивается с ростом собственной скорости
дочерней частицы v∗1. На рис. 3 показаны оба результата (9) следствия 2.
Знаку «+» при этом соответствует сплошная кривая, знаку «−» — пунк-
тирная линия.

Кроме всего отмеченного выше, совместный анализ рис. 2 и 3 поз-
воляет сделать ещё один вывод.

Следствие 3. Каковым бы ни был наблюдаемый в л-системе угол вы-
лета θ вторичной частицы, в ц-системе ему могут соответство-
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вать только значения θ∗ > θ (причём равенство имеет место только
в тривиальном случае, когда распадается покоящаяся частица, а зна-
чит л-, ц-системы совпадают), но не θ∗ < θ.

Доказательство. Очевидно из рис. 2 и 3.

3.2. Релятивистский случай
Как известно [16], объединение принципа относительности с конеч-

ностью скорости распространения взаимодействий называется принци-
пом относительности Эйнштейна. Основанная на последнем механика
называется релятивистской.

Как известно, закон сложения скоростей в той форме, на которой ба-
зировалoсь утверждение 1 в релятивистском случае, утрачивает свою
справедливость. Кроме того, более фундаментальный смысл для ана-
лиза процессов распада приобретают такие физические величины, как
импульс p и энергия E (но не скорость v), релятивистские выражения
для которых выглядят следующим образом [16]:

p =
mv√
1− v2

, E =
m√

1− v2
. (13)

Когда скорость частицы приближается к скорости света v ≈ 1, её
импульс и энергия неограниченно растут. При этом в реальности они
всегда остаются конечными, поэтому частица, обладающая ненулевой
массой m 6= 0, никогда не сможет двигаться со скоростью света v 6= 1,
хотя её можно разогнать до скорости, сколь угодно к ней близкой [16].

В разных инерциальных системах отчёта значения энергии и им-
пульса одной и той же частицы будут различными. Однако они связаны
между собой соотношением, которое следует из выражений для энергии
и импульса (13):

E2 − p2 = m2. (14)

Поскольку масса — это константа, характеризующая данную кон-
кретную частицу, то из (14) очевидно, что разность E2 − p2 есть реля-
тивистский инвариант [16].

Запишем для реакции распада (3), протекающей с участием реляти-
вистских частиц, законы сохранения импульса и энергии в л-системе S:

p0 =
m0v0√
1− v20

= p1 + p2, (15)
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E0 =
m0√
1− v20

= E1 + E2. (16)

Здесь v0 — скорость распадающейся первичной частицы, которая
эквивалентна скорости движения центра масс вторичных частиц 1 и 2

относительно системы S. Величину m0 обычно трактуют как инвари-
антную массу (см. ниже определение 2) пары дочерних частиц, равную
их суммарной энергии E∗1 + E∗2 в ц-системе.

Как уже отмечалось ранее, бо́льшая часть известных частиц неста-
бильны — они живут короткое время, после чего самопроизвольно рас-
падаются на другие частицы. В любом таком процессе выполняются
релятивистские законы сохранения энергии (16) и импульса (15). При
этом так как время жизни нестабильных частиц обычно мало и, как
правило, заключено в интервале τ ∈ [10−23, 10−13] с, то обнаружить след
распавшейся частицы с помощью обычной фотосъёмки представляется
крайне затруднительным, если вообще возможным. Поэтому ключевую
роль для детектирования процессов рождения и распада короткоживу-
щих частиц играет формула (14).

Согласно общепринятому подходу, для этого измеряют энергию E0

искомой частицы — для этого можно, пользуясь законом сохранения
энергии (16), просуммировать энергии частиц, являющихся продукта-
ми распада. Аналогично, используя закон сохранения импульса (15),
измеряют импульс p0, сложив импульсы всех продуктов распада.

После этого остаётся только воспользоваться формулой (14) [9–
11]. Если для большого числа экспериментальных данных значения∑

iE
2
i − p2i скапливаются около определенной величины m2

0, то можно
предположить, что в данной реакции действительно рождалась части-
ца массы m0 с малым временем жизни, часто называемая резонансом.
Если же разброс значений

∑
iE

2
i − p2i в изучаемой серии эксперимен-

тов велик, то почти наверняка происхождение наблюдаемых частиц не
связано с распадом недолго живущих материнских частиц.

В связи с этим важнейшую роль в анализе событий распада частиц
играет следующее определение.

Определение 2. Пусть продуктами распада (3) некой материнской
частицы a0 являются дочерние частицы ai с зарегистрированными
импульсами pi и энергиями Ei. Тогда инвариантной массой minv дан-



16 Макаров П. А.

ного процесса называют величину

minv =

√∑
i=1

E2
i −

∑
i=1

p2
i . (17)

Обратимся теперь к релятивистскому обобщению результатов раз-
дела 3.1, посвящённых связи между углами вылета дочерних частиц и
их энергиями по отношению к направлению скорости v0 материнской
частицы.

Теорема 1. Пусть E∗1 — это энергия одной из дочерних частиц в ц-
системе, а E1 и θ — её энергия и угол вылета (по отношению к v0) в л-
системе. Тогда направление вылета θ искомой частицы определяется
согласно уравнению

cos θ =
E1 − E∗1

√
1− v20

v0
√
E2

1 −m2
1

. (18)

Доказательство. Запишем формулы преобразования Лоренца [16]
для рассматриваемой частицы при переходе от ц- к л-системе S:

E1 =
E∗1 + v0p

∗
1x√

1− v20
, p1x =

p∗1x + v0E
∗
1√

1− v20
, p1y = p∗1y, p1z = p∗1z. (19)

В записи (19) предполагается, что система S выбрана так, что
v0 � ex. Это нисколько не умаляет общности доказательства, посколь-
ку конкретный выбор инерциальных систем координат, для которых
справедливы преобразования Лоренца, произволен [16].

Путём несложных преобразований выразим E∗1 из (19):

E∗1 =
E1 − v0p1 cos θ√

1− v20
. (20)

Подставляя в последнее равенство p1 согласно (14) и выражая cos θ,
приходим окончательно к (18), что и доказывает теорему.

Теорема 1 позволяет определить направление вылета дочерней ча-
стицы по значениям её энергии E∗1 и E1 в ц- и л-системах, которые
предполагаются известными. На практике, однако, часто решается иная
задача. А именно известными предполагаются величины v0, E∗1 и θ,
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а энергия E1 подвергается определению. Поставленную в такой форме
задачу решает следующая теорема, являющаяся в некотором смысле
обратной к теореме 1.

Теорема 2. Пусть для некой дочерней частицы известны её энер-
гия E∗1 в ц-системе и угол вылета θ (по отношению к скорости v0

материнской частицы) в л-системе. Тогда энергия E1 данной дочер-
ней частицы в л-системе определяется согласно уравнению

(1− v20 cos2 θ)E2
1 − 2E∗1

√
1− v20E1 + (1− v20)(E∗1)2 +m2

1v
2
0 cos2 θ = 0. (21)

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно возвести
в квадрат выражение (18), умножить результат на v20(E2

1 −m2
1) и вы-

делить в явном виде множители при разных степенях E1.

Уравнение (21) является квадратным относительно E1, что может
быть объяснено графическим построением, представленным на рис. 4
(аналогичным рис. 1 для нерелятивистского случая). Для построения
рис. 4 выполним следующее рассуждение.

Согласно формулам преобразования Лоренца (19), компонента им-
пульса дочерней частицы в л-системе выражается через величины, от-
носящиеся к ц-системе, следующим образом:

p1x =
p∗1 cos θ∗ + v0E

∗
1√

1− v20
, p1y = p∗1 sin θ∗. (22)

Исключая из последней системы θ∗, легко получить

p21y +

(
p1x

√
1− v20 − v0E∗1

)2

= (p∗1)
2. (23)

По отношению к переменным p1x, p1y выражение (23) представляет
собой уравнение эллипса с полуосями p∗1/

√
1− v20, p∗1 и центром (точка O

на рис. 4), смещённым на расстояние v0E∗1/
√

1− v20 от точки p1 = 0

(точка A на рис. 4).

Следствие 4. Таким образом, теоремы 1 и 2 приводят к возможно-
сти двух ситуаций:

1. Скорость материнской частицы меньше собственной скорости
дочерней частицы v0 < p∗1/E

∗
1 = v∗1 (см. рис. 4a). В этом случае

дочерняя частица может вылететь под любым углом θ ∈ [0, 2π].
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(a) v0 < v∗1 (b) v0 > v∗1

Рис. 4. Диаграммы импульсов для распада релятивистской частицы

2. Скорость материнской частицы больше собственной скорости
дочерней частицы (т. е. v0 > v∗1). Тогда точка A на рис. 4b ле-
жит вне эллипса и при известном угле θ вектор p1 (а вме-
сте с ним и энергия E1) может иметь два различных значе-
ния. В этом случае из рис. 4b видно, что независимо от угла θ∗

частица в л-системе может вылететь только вперед, под уг-
лом θ ∈ [0, θmax], где максимальный угол θmax определяется равен-
ством

sin θmax =
p∗1
√

1− v20
m1v0

. (24)

Доказательство. Очевидно из построения рис. 4 и его анализа. Ре-
зультат (24) получается из условия обращения в нуль дискриминанта
квадратного уравнения (21), записанного с учётом (14).

Следствие 5. Связь между углами вылета дочерней частицы θ и θ∗

в л- и ц-системах в релятивистском случае имеет вид:

cos θ∗ = − v0

v∗1
√

1− v20
sin2 θ ± cos θ

√
1− v20

(v∗1)2(1− v20)
sin2 θ. (25)

Доказательство. Проводится аналогично доказательству следствия 2
и может быть выполнено с помощью формальной замены

v0 →
v0√

1− v20
, (26)
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очевидной из геометрического построения на рис. 4, для которого, как
нами ранее было показано,

AO =
v0E

∗
1√

1− v20
, (27)

что вместе с соотношением между импульсом, энергией и скоростью
свободной релятивисткой частицы p = Ev окончательно и приводит
к результату (25).

4. Обсуждение
Направление вылета дочерней частицы в релятивистском случае,

определяемое теоремами 1 и 2, более сложным образом зависит от со-
отношения собственной v∗1 и абсолютной v1 скоростей рассматриваемой
частицы, чем это было установлено нами в утверждении 1 для нереля-
тивистского случая. Это проявляется в том, что в релятивистском слу-
чае направление вылета дочерней частицы в л-системе существенным
образом зависит не только от отношения v0/v

∗
1, но и непосредственно

от самих скоростей частиц.
Для демонстрации отмеченного выше результата сравним сначала

предсказания следствий 1 и 4. Результаты соотвествующих расчётов,
выполненных согласно (8) и (24), приведены на рис. 5.

(a) расчёт согласно (8) (b) расчёт согласно (24)

Рис. 5. θmax как функция v0 и v∗1

Как следует из рис. 5, результаты следствий 1 и 4 полностью сов-
падают в случае «дочерних частиц, более быстрых, чем материнские»
(v∗1 > v0). А именно такие дочерние частицы не имеют ограничений
на максимальный угол вылета, наблюдаемый в л-системе θmax.
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Замечание 2. Вместе с тем это не означает, что в л-системе при
этом всегда наблюдается равномерное распределение углов вылета до-
черних частиц. Последниий факт может быть изучен подробно толь-
ко в связи с анализом следствий 2 и 5, а потому будет рассмотрен
нами позднее в связи с рис. 7.

В то же время рис. 5 отчётливо демонстрирует, что в случае «более
медленных, чем материнские, дочерних частиц» (v∗1 < v0) результаты
следствий 1 и 4 существенно отличаются, причём это отличие тем силь-
нее, чем ближе скорости частиц к скорости света (напомним, что в из-
бранной нами системе последняя принимается равной единице c = 1).

Это отличие состоит в том, что расчёт (24), выполненный на осно-
ве релятивистской теории, более значительно ограничивает θmax, чем
предсказания (8) нерелятивистской теории. На рис. 5 это соответству-
ет тому, что светлая область (θmax 6 10◦) имеет большую площадь на
диаграмме 5b, чем на 5a.

Более наглядно эти особенности позволяет увидеть рис. 6, на кото-
ром приведены два семейства кривых θmax(v0, v

∗
1), построенные соглас-

но следствиям 1 (штрих-пунктирные линии) и 4 (сплошные кривые)
при двух значениях собственной скорости дочерней частицы. Из дан-
ного рисунка видно, что разница между предсказаниями θmax, получен-
ными в рамках релятивистского и нерелятивисткого расчётов, может
быть очень значительной (например . 30◦ для случая v∗1 = 0.5).

В качестве основного вывода можно отметить, что θmax, предсказан-
ный релятивистской теорией, не может превышать соответствующего
угла, вычисленного в рамках нерелятивистского приближения. Други-
ми словами, в случае v∗1 < v0 более быстрые дочерние частицы наблюда-
ются в л-системе вылетающими в пределах сравнительно узкого конуса
с углом раствора θmax вдоль направления скорости v0 материнской ча-
стицы.

Теперь обратимся к анализу и сопоставлению результатов след-
ствий 2 и 5. Для этого обратимся, во-первых, к рис. 7, на котором
представлено сравнение зависимостей (9) и (25) при v0/v

∗
1 = 8/10 (это

значение отношения скоростей материнской и дочерней частиц выбрано
в связи с тем, что для него нерелятивистская зависимость θ∗(θ), имею-
щая вид (9), носит наиболее ярко выраженный нелинейный характер).

Рис. 7 следует рассматривать в сравнении с рис. 2. Как уже было
сказано нами ранее, в релятивистском случае связь углов вылета до-
черней частицы в ц- и л-системах определяется не только отношением
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Рис. 6. Максимальный угол вылета дочерней частицы

Рис. 7. Связь θ∗ и θ в релятивистском случае при v0/v∗1 = 8/10

скоростей дочерней и материнской частицы, но и абсолютным значе-
нием этих скоростей. Соответственно этому на рис. 7 изображено це-
лое семейство кривых, демонстрирующих зависимость θ∗(θ) при разных
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значениях абсолютного значения скорости материнской частицы v0 (а
значит, и величинах собственной скорости дочерней частицы v∗1) для
фиксированного отношения v0/v∗1.

В качестве «опорной кривой» на рис. 7 самой тонкой сплошной ли-
нией изображена кривая зависимости θ∗(θ), построенная согласно нере-
лятивистскому выражению (9). Заметим, что этой же кривой на рис. 2
соответствует самая толстая сплошная линия. Штрих-пуктирные линии
на рис. 2 и 7 идентичны и ограничивают области «классически доступ-
ных» для наблюдения в л-системе углов вылета θ дочерних частиц.

Основная содержательная часть рис. 7 представлена семейством
из пяти штриховых линий разной толщины (толщина которых растёт
с увеличением абсолютного значения скорости v0), рассчитаных в соот-
ветствии с релятивистским выражением (25). Анализ этого семейства
кривых позволяет сделать следующие выводы:

1. Cледствия 2 и 5 дают абсолютно идентичные результаты только в
малой области существенно нерелятивистских скоростей v . 0.1.
Это подтверждается тем, что самая тонкая штриховая кривая
рис. 7 «теряется на фоне сплошной линии» (неотличима от неё).

2. Далее, в области всё ещё сравнительно небольших скоростей
[0.1, v0c] (см. штриховые линии на рис. 7, отвечающие скоростям
v0 = 0.16 и v0 = 0.32) следствия 2 и 5 дают качественно совпада-
ющие зависимости θ∗(θ), несколько отличающиеся количественно.
Это количественное отличие состоит в том, что релятивистский
расчёт (25) приводит к несколько большим значениям углов θ∗

в ц-системе, отвечающих данному углу θ в л-системе, по сравне-
нию с предсказаниями (9) нерелятивисткой теории.

3. Начиная с некоторой критической скорости v0c материнской ча-
стицы, предсказания следствий 2 и 5 отличаются уже существен-
но, причём не только количественно, но качественно. А именно
релятивистский расчёт (25) даёт разрыв в зависимости θ∗(θ), ко-
торая отчётливо разделяется на две ветви (см. штриховые линии
на рис. 7, отвечающие скоростям v0 = 0.64 и v0 = 0.8), разделён-
ные некоторым интервалом [θa, θb] «запрещённых углов». «Запре-
щённость» этих углов следует понимать в том смысле, что в су-
щественно релятивистской и ультрарелятивистской области ско-
ростей дочерние частицы в л-системе могут наблюдаться выле-
тевшими только в пределах конусов, направленных растворами
«вперёд» и «назад» по скорости материнской частицы v0. Имен-



Некоторые особенности углов вылета частиц 23

но это обстоятельство и поясняет сделанное нами ранее замеча-
ние 2. Кроме того, следует отметить, что для дочерних частиц,
вылетевших вперёд по отношению к направлению скорости ма-
теринской частицы (ветвь кривой θ∗(θ), отвечающая интервалу
углов θ < θa) область углов θ, доступных для наблюдения в л-
системе, у́же «классически доступной» области углов (ограничи-
ваемой штрих-пунктирными линиями на рис. 7), а сами углы θ су-
щественно меньше тех, которые предсказывает нерелятивистский
расчёт (9).

Замечание 3. Величина критической скорости v0c и отвечающий ей
интервал «запрещённых углов» [θa, θb] связаны неравенством

v∗1
√

1− v20c
v0c

< sin θa, (28)

вытекающим из условия отрицательности значений подкоренного вы-
ражения в (25). При этом очевидно, что θb = π − θa.

В завершение сравним выводы следствий 2 и 5 в случае v0/v∗1 = 10/8.
Кривые, определяемые при этом формулами (9) и (25), приведены
на рис. 8. Соглашения, используемые при построении рис. 8, полно-
стью аналогичны соглашениям рис. 7, за исключением того, что тонкая
сплошная кривая рис. 8 соответствует самой тонкой кривой рис. 3.

В отличии от случая v0 < v∗1 рис. 8 демонстрирует, что характер за-
висимости θ∗(θ) в случае v0 > v∗1, выполненный в рамках релятивистско-
го расчёта (25), качественно не отличается от вычислений согласно (9)
в нерелятивистском пределе. Наблюдаемые отличия имеют чисто коли-
чественный характер и преимущественно состоят в том, что с ростом
абсолютных значений скорости частиц интервал [0, θmax] наблюдаемых
в л-системе углов вылета дочерних частиц сокращается тем сильнее,
чем выше скорость. Однако этот вывод уже был сделан нами ранее при
анализе рис. 5 и 6, поэтому в таком виде не даёт ничего нового. Новым
здесь является то, что формула (25) даёт существенно более точную
связь между углами θ и θ∗, чем нерелятивистское выражение (25).
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Рис. 8. Связь θ∗ и θ в релятивистском случае при v0/v∗1 = 10/8

5. Заключение
Таким образом, в данной работе на основе кинематического под-

хода изучены некоторые особенности углов вылета дочерних частиц,
рождённых в процессах распада. Сформулированы и доказаны одно
утверждение и две основные теоремы, описывающие кинематику реак-
ций распада в нерелятивистском и релятивистском случаях. Получены
и детально проанализированы пять следствий, позволяющие опреде-
лять максимальные углы вылета рождённых частиц, наблюдаемые в
л-системе. Установлена связь между углами вылета частиц в ц-системе
и соответствующими им углами, регистрируемыми в л-системе. Показа-
но, что характер этой связи существенно зависит не только от отноше-
ния скоростей материнских и дочерних частиц, но и от их абсолютных
значений.

В ходе анализа зависимостей θ∗(θ) выяснено, что в случае v0 > v∗1
дочерние частицы в л-системе наблюдаются вылетевшими только в пре-
делах узкого конуса с раствором, направленным по ходу движения ма-
теринской частицы. Этот результат имеет место и в релятивистском, и
в нерелятивистском подходе, однако релятивистская теория уточняет
его, существенно сокращая область наблюдаемых углов раствора дан-
ных конусов.
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Кроме того, установлено, что в существенно релятивистской и уль-
трарелятивистской областях дочерние частицы в л-системе в случае
v0 < v∗1 могут наблюдаться вылетающими в пределах двух конусов, на-
правленных растворами по ходу и против хода движения материнской
частицы. Этот результат не имеет места в нерелятивистском пределе и
является отличительной чертой релятивистского расчёта.

Список источников

1. Широков Ю. М., Юдин Н. П. Ядерная физика. М.: Наука, 1980.
728 с.

2. Наумов А. И. Физика атомного ядра и элементарных частиц. М.:
Просвещение, 1984. 384 с.

3. Hofmann S., et al. Proton radioactivity of 151Lu // Z Physik A. 1982.
Vol. 305. Pp. 111–123.

4. Giovinazzo J., et al. Two-Proton Radioactivity of 45Fe // Phys. Rev.
Lett. 2002. Vol. 89. No 10. Art. N. 102501.
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Аннотация. В статье представлены результаты анализа дан-
ных о лесных пожарах в Республике Коми за 2010–2023 го-
ды. Исследование проводилось при помощи табличного про-
цессора Excel, библиотек Python: Scikit-learn, Pandas, Numpy,
Openpyxl, Folium. Исследованы пространственно-временные осо-
бенности распределения пожаров по различным сочетаниям при-
знаков: количество и площадь пожаров по месяцам и годам, сред-
няя площадь пожара по лесничеству, причина пожара, уязви-
мость к пожарам, плотность пожаров в разрезе 32-х лесничеств
республики. Для выявления лесничеств со схожими характери-
стиками использовался метод кластеризации k-means. Для опре-
деления зон с высокой плотностью пожаров, вызванных грозами,
использовался метод пространственной кластеризации DBSCAN.
На основе проведенного исследования разработаны лабораторные
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работы, которые используются в процессе обучения студентов на-
правления «Прикладная информатика» по дисциплинам «Интел-
лектуальный анализ данных», «Эконометрика: многомерный ана-
лиз данных».

Ключевые слова: анализ данных, Python, кластеризация
k-means, кластеризация DBSCAN, лесные пожары
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Article

Analysis of data on forest fires in the Komi Republic using Excel
and Python

Nadezhda N. Babikova, Nadezhda O. Kotelina,
Fyodor N. Tentyukov
Pitirim Sorokin Syktyvkar State University, valmasha@mail.ru

Abstract. The article presents the results of data analysis on
forest fires in the Komi Republic for 2010–2023. The study was carried
out using the Excel spreadsheet processor and Python libraries:
Scikit-learn, Pandas, Numpy, Openpyxl, Folium. The spatiotemporal
features of the distribution of fires according to various combinations
of characteristics were studied: number and area of fires by month
and year, average area of fire in the forest district, cause of the
fire, vulnerability to fires, density of fires in the context of 32

forest districts of the republic. To identify forest districts with
similar characteristics, the k-means clustering method was used.
The DBSCAN spatial clustering method was used to identify areas
with a high density of fires caused by thunderstorms. Based on the
research, laboratory works has been developed. Laboratory works are
used in the process of training students of “Applied Informatics”
department in the disciplines “Data Mining” and “Econometrics:
Multidimensional Data Analysis”.

Keywords: data analysis, Python, k-means clustering,
DBSCAN clustering, forest fires
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1. Введение
Государственное бюджетное учреждение Республики Коми «Терри-

ториальный фонд информации Республики Коми» (ГБУ РК «ТФИ
РК») является региональным оператором инфраструктуры простран-
ственных данных Республики Коми, держателем картографического
фонда и государственных геоинформационных ресурсов автоматизи-
рованной геоинформационной кадастровой системы Республики Коми.
Одним из проектов ГБУ РК «ТФИ РК» является отраслевая геоин-
формационная система регионального значения – платформа «Атлас»,
которая обеспечивает хранение, поиск, визуализацию, обработку и ана-
лиз пространственных данных на основе геоинформационных и теле-
коммуникационных технологий. В состав платформы «Атлас» входит
информационно-аналитическая система «Лесные пожары». ГБУ РК
«ТФИ РК» предоставил Сыктывкарскому государственному универси-
тету описание API к ИАС «Лесные пожары» для использования в учеб-
ном процессе и научно-исследовательской работе.

Лесные пожары причиняют существенный ущерб окружающей сре-
де и народному хозяйству. На количество и площадь лесных пожаров
влияет множество факторов: характер и структура растительного по-
крова, геоморфологические условия, густота гидрологической и дорож-
ной сети, плотность населения, погодно-климатические условия, каче-
ство систем мониторинга и тушения пожаров. Сочетание факторов ин-
дивидуально для каждого региона. Выявление региональных особенно-
стей динамики лесных пожаров позволяет разрабатывать более эффек-
тивные противопожарные мероприятия [1; 2].

В статье представлены результаты анализа пространственно-вре-
менных особенностей динамики лесных пожаров на территории Респуб-
лики Коми с помощью табличного процессора Excel и библиотек языка
Python.
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2. Материалы и методы
Анализ динамики лесных пожаров Республики Коми проведен на ос-

нове данных ИАС «Лесные пожары» за 2010–2023 годы [3]. Данные бы-
ли извлечены с помощью библиотеки Requests для выполнения HTTP-
запросов на языке Python и сохранены в файле Excel.

В данном исследовании использованы показатели: id пожара (це-
лое число), широта (WGS-84, вещественное число), долгота (WGS-
84, вещественное число), дата обнаружения (строка в формате
«DD.MM.YYYY»), причина возникновения пожара (строка), метод об-
наружения (строка), площадь пожара в га (вещественное число), класс
плотности населения (целое число от 0 до 4), название лесничества
(строка), площадь лесничества в га (вещественное число). Были так-
же рассчитаны дополнительные показатели: дата обнаружения пожара
переведена в формат даты, месяц обнаружения (целое число), год об-
наружения (целое число), уязвимость лесничества к пожарам (отноше-
ние площади пожаров к площади лесничества), плотность пожаров для
лесничества (отношение количества пожаров к площади лесничества).
Уязвимость к пожарам и плотность пожаров были рассчитаны на 100 га
для повышения наглядности, так как без этого значения близки к 0.

В сформированном наборе данных показатель «класс плотности на-
селения» содержал три пропуска. Они были заполнены методом бли-
жайшего соседа: проставлено значение показателя ближайшего по гео-
графическим координатам пожара.

Для выявления лесничеств со схожими характеристиками использо-
вался метод кластеризации k-means [4]. Для определения зон с высокой
плотностью пожаров, вызванных грозами, — метод пространственной
кластеризации DBSCAN [5].

Исследование проводилось при помощи табличного процессо-
ра Excel, библиотек Python Pandas, Scikit-learn, Numpy, Openpyxl,
Matplotlib и Folium.

3. Результаты и обсуждение
За 2010–2023 годы в Республике Коми произошло 3553 пожара общей

площадью 190671 га, средняя площадь пожара составила 54 га (рис. 1).
Пики количества пожаров приходятся на 2010, 2011, 2013 и 2022 го-
ды. Это объясняется в первую очередь погодными условиями: жарким
летом с незначительным количеством осадков.
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Рис. 1. Количество и площадь лесных пожаров в Республике Коми по годам

Между количеством пожаров и площадью пожаров нет прямой за-
висимости. Распределение пожаров по площади очень неравномерное:
на 10 % от числа самых крупных пожаров приходится около 88 % общей
площади пожаров (рис. 2).

Рис. 2. Кривая Лоренца, характеризующая распределение площади пожаров

За редким исключением, пожары в Республике Коми происходят
с мая по сентябрь. Чаще всего пики количества пожаров и общей пло-
щади пожаров приходятся на июль, но в жаркие 2010, 2013 и 2022 годы
максимальные площади пожаров пришлись на август. В целом за 2010–
2023 годы больше всего пожаров произошло в июле — 48 %, на июль
приходится и максимальная доля площади пожаров — 51,3 % (рис. 3).
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Рис. 3. Распределение количества и площади пожаров по месяцам

В Республике Коми действуют 32 лесничества (табл. 1). Жирным
шрифтом в таблице выделены значения, которые относятся к первым
15 % наибольших значений в каждом столбце (площадь лесничества
не рассматривается).

Таблица 1

Показатели лесничеств

Лесничество
Площадь

пожаров

Площадь

лесни-

чества

Уязви-

мость

на 100 га

Коли-

чество

пожаров

Плотность

пожаров

на 100 га

Средняя

площадь

пожара

1 2 3 4 5 6 7

Айкинское 813,9 390350 0,2085 42 0,010760 19,38

Вуктыльское 2547,2 1308375 0,1947 79 0,006038 32,24

Ёртомское 6840,4 1109374 0,6166 110 0,009916 62,19

Железнодорожное 7583,5 1449543 0,5232 205 0,014142 36,99

Ижемское 10255,4 1754321 0,5846 168 0,009576 61,04

Каджеромское 10699,0 1295425 0,8259 132 0,010190 81,05

Кажимское 943,1 408776 0,2307 49 0,011987 19,25

Койгородское 464,3 620625 0,0748 67 0,010796 6,93

Комсомольское 3876,7 1134176 0,3418 138 0,012167 28,09

Корткеросское 345,8 475915 0,0727 76 0,015969 4,55

Летское 74,3 434432 0,0171 8 0,001841 9,29

Локчимское 1935,1 405668 0,4770 76 0,018735 25,46

Междуреченское 19221,4 958415 2,0055 106 0,011060 181,33
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1 2 3 4 5 6 7

Мещурское 17729,0 1162197 1,5255 108 0,009293 164,16

Печоро-Илычское 1433,6 1179556 0,1215 87 0,007376 16,48

Печорское 4622,7 4256779 0,1086 111 0,002608 41,65

Помоздинское 456,0 680942 0,0670 58 0,008518 7,86

Прилузское 948,2 810252 0,1170 64 0,007899 14,82

Пруптское 3249,5 483075 0,6727 87 0,018010 37,35

Сосногорское 14803,2 1618531 0,9146 241 0,014890 61,42

Сторожевское 360,4 835940 0,0431 80 0,009570 4,51

Сыктывдинское 274,2 478891 0,0573 59 0,012320 4,65

Сыктывкарское 630,0 195628 0,3221 117 0,059807 5,38

Сысольское 149,4 579101 0,0258 31 0,005353 4,82

Троицко-Печорское 2219,4 951119 0,2333 219 0,023026 10,13

Удорское 35660,2 1475043 2,4176 214 0,014508 166,64

Усинское 6759,2 2990489 0,2260 155 0,005183 43,61

Усть-Куломское 327,3 426848 0,0767 157 0,036781 2,08

Усть-Немское 3534,0 1001218 0,3530 155 0,015481 22,80

Усть-Цилемское 21767,2 4037099 0,5392 151 0,003740 144,15

Ухтинское 8509,1 1280133 0,6647 160 0,012499 53,18

Чернамское 45,4 83587 0,0544 23 0,027516 1,98

Абсолютным лидером по высоким показателям является Удорское
лесничество, только плотность пожаров в лесничестве на среднем
уровне. Лидером по низким показателям является Летское лесничество:
за 14 лет в нем произошло всего восемь пожаров.

Для выявления лесничеств, схожих по своим характеристикам, при-
менялась кластеризация методом k-means с помощью библиотеки Scikit-
learn.

Разделение лесничеств на три кластера по площади пожаров, числу
пожаров, средней площади пожара (листинг 1) представлено на рис. 4.
Для визуализации результатов кластеризации построена интерактив-
ная карта с помощью библиотеки Folium (рис. 5).

Центр кластера — это среднее арифметическое значений показате-
лей всех лесничеств, вошедших в кластер. Кластер с центром (23593,9;
145; 164,1) состоит из четырех лесничеств на северо-западе республики,
отмечен на карте вертикальной штриховкой. Эти лесничества характе-
ризуются большой площадью пожаров, средним количеством пожаров,
большой средней площадью пожара. Кластер с центром (6669,8; 163;
42,0) состоит из 13 лесничеств, отмечен на карте диагональной штри-
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ховкой. Эти лесничества характеризуются средней площадью пожаров,
большим количеством пожаров, умеренной средней площадью пожара.
Кластер с центром (918,0; 63; 13,4) состоит из 15 лесничеств на юге
республики, отмечен на карте горизонтальной штриховкой. Эти лесни-
чества характеризуются относительно низкими показателями.

Листинг 1

Кластеризация лесничеств при помощи алгоритма k-means

# импорт библиотек
from sklearn.cluster import KMeans
import numpy as np
from openpyxl import load_workbook
import matplotlib.pyplot as plt
import seaborn as sns; sns.set()
from mpl_toolkits import mplot3d
plt.style.use(’seaborn-whitegrid’)

# загружаем файл Excel
wb = load_workbook(filename=’tab1.xlsx’)
sheet = wb.worksheets[0]
data = np.array([row for row in sheet.iter_rows(min_row=1,

max_row= 32, min_col=2, max_col= 4,
values_only=True)], dtype=np.float32)

# нормализуем данные
from sklearn.preprocessing import MinMaxScaler
scaler = MinMaxScaler()
lesn = scaler.fit_transform(data)

# кластеризуем
km = KMeans(n_clusters=3,init = ’random’,n_init=5,

max_iter = 15,random_state=21)
res = km.fit(lesn)
centers = km.cluster_centers_
# записываем номера кластеров в массив
res = np.array(res.labels_)

# отображаем на данные на графике
ax = plt.axes(projection=’3d’)
ax.scatter3D(data[:,0], data[:,1], data[:,2], alpha=1.,
s=25*res+15, c=res)
plt.show()
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Окончание листинга 1

# преобразовываем центры кластеров в исходный масштаб
c = centers*(np.max(data,axis=0)-np.min(data,axis=0))+\

np.min(data,axis=0)
print(res)
print(c)

# сохраняем массив с номерами кластеров
for i in range(32):

sheet.cell(i+1, 7, value=res[i])
wb.save(’tab1.xlsx’)

Рис. 4. Кластеризация лесничеств по площади
пожаров, количеству пожаров и средней площади

пожара

Рис. 5. Карта Республики Коми
с лесничествами, разделенными на три

кластера по площади пожаров, количеству
пожаров и средней площади пожара

На рисунках 6 и 7 представлено разделение лесничеств на три кла-
стера по уязвимости к пожарам и плотности пожаров, т. е. с учетом пло-
щади лесничеств. Уязвимость находится в диапазоне от 0,0171 до 2,4176,
плотность — от 0,00184 до 0,05981. Большинство лесничеств попадает
в кластер (горизонтальная штриховка) с центром (0,3196; 0,0107). Три
лесничества — Междуреченское, Мещурское и Удорское — образуют
кластер (вертикальная штриховка) с центром (1,9828; 0,0116): при срав-
нимой плотности пожаров уязвимость к пожарам этих лесничеств зна-
чительно выше. Три лесничества — Сыктывкарское, Усть-Куломское
и Чернамское – характеризуются высокой плотностью пожаров и об-
разуют кластер (диагональная штриховка) с центром (0,1510; 0,0414).
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Можно сказать, что с точки зрения уязвимости и плотности шесть лес-
ничеств находятся в несколько более сложной ситуации, чем остальные.

Рис. 6. Кластеризация лесничеств по уязвимости
к пожарам и плотности пожаров

Рис. 7. Карта Республики Коми
с лесничествами, разделенными

на три кластера по уязвимости к пожарам
и плотности пожаров

За период 2010–2023 годов причиной 49 % лесных пожаров в Респуб-
лике Коми являлись грозы, 27 % пожаров случилось по вине местного
населения, причины возникновения 22 % пожаров не были выявлены,
2 % пожаров произошли по прочим причинам.

Начиная с 2016 года причины всех пожаров установлены, далее ана-
лиз причин пожаров произведен за период 2016–2023 годов. Грозы ста-
ли причиной 65,5 % пожаров, по вине местного населения случилось
33,7 % пожаров, 0,8 % пожаров произошли по иным причинам. Пло-
щадь «грозовых» пожаров составила 95,8 % от общей площади пожа-
ров. Средняя площадь пожара, вызванного грозами, составляет 86 га.
А средняя площадь пожара, произошедшего по вине людей, в 11,8 раз
меньше — 7,3 га.

Разделение лесничеств на три кластера по доле «грозовых» пожаров
в общем количестве пожаров по лесничеству и разделение лесничеств
на три кластера по доле площади, пройденной «грозовыми» пожара-
ми, в общей площади пожаров по лесничеству представлено в табл. 2.
В 12 лесничествах в общей площади пожаров с 2016 по 2023 год бо-
лее 95 % приходится на пожары, вызванные грозами. В двух лесни-
чествах — Летском и Чернамском — за этот период не произошло ни
одного «грозового» пожара.
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Таблица 2

Кластеризация лесничеств по доле пожаров,
вызванных грозами

Кластеры по доле количества пожаров Кластеры по площади пожаров

Лесничество Доля Центр Лесничество Доля Центр

кластера кластера

Летское 0,000

0,148

Летское 0,000

0,068

Чернамское 0,000 Чернамское 0,000

Сыктывкарское 0,059 Сыктывкарское 0,002

Усть-Куломское 0,127 Сторожевское 0,083

Айкинское 0,154 Айкинское 0,096

Сыктывдинское 0,235 Усть-Куломское 0,226

Железнодорожное 0,273 Пруптское 0,431

0,565

Корткеросское 0,333 Помоздинское 0,461

Троицко-Печорское 0,426

0,565

Корткеросское 0,491

Койгородское 0,467 Сыктывдинское 0,539

Помоздинское 0,467 Усть-Немское 0,553

Кажимское 0,500 Сысольское 0,618

Сторожевское 0,500 Троицко-Печорское 0,637

Пруптское 0,538 Ухтинское 0,670

Усть-Немское 0,592 Кажимское 0,689

Печоро-Илычское 0,615 Койгородское 0,819

0,939

Сосногорское 0,616 Каджеромское 0,821

Прилузское 0,636 Прилузское 0,837

Ухтинское 0,638 Печоро-Илычское 0,844

Сысольское 0,667 Сосногорское 0,896

Удорское 0,680 Комсомольское 0,952

Междуреченское 0,724

0,841

Усинское 0,966

Каджеромское 0,758 Мещурское 0,971

Локчимское 0,783 Междуреченское 0,971

Вуктыльское 0,800 Железнодорожное 0,971

Мещурское 0,813 Локчимское 0,977

Комсомольское 0,854 Удорское 0,982

Печорское 0,857 Ёртомское 0,984

Усинское 0,890 Вуктыльское 0,989

Ёртомское 0,917 Печорское 0,992

Усть-Цилемское 0,925 Усть-Цилемское 0,993

Ижемское 0,932 Ижемское 0,994
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Метод кластеризации k-means относится к разделительным мето-
дам, основанным на поэтапном улучшении разбиения исходных данных
на непересекающиеся группы. Для группировки пространственных дан-
ных больше подходят алгоритмы кластеризации на основе плотности.
Для выявления размещения зон, в которых чаще всего случаются «гро-
зовые» пожары, был использован алгоритм DBSCAN библиотеки Scikit-
learn. В этом алгоритме количество кластеров определяется в процессе
кластеризации.

Алгоритм DBSCAN (Density-based spatial clustering of applications
with noise, пространственная кластеризация приложений с шумом)
рассматривает кластеры как области высокой плотности, разделен-
ные областями низкой плотности. В алгоритме есть два параметра:
min_samples и eps. Более высокие значения min_samples или более низ-
кие значения eps указывают на более высокую плотность, необходимую
для формирования кластера.

За период 2010–2023 годов произошло 1746 пожаров, для кото-
рых установлена причина «от гроз». Координаты пожаров размещены
в файле f-geo.xlsx. Значения параметров min_samples и eps определя-
ются эмпирически (табл. 3). Значение eps= 0,05 соответствует прибли-
зительно 5,5 км.

Таблица 3

Результаты кластеризации DBSCAN при различных
значениях параметров

Параметры Номера кластеров и количество элементов в них

eps min_samples

1 2 3

0,05 20 {-1: 1746}

0,05 10 {-1: 1725, 1: 11, 0: 10}

0,1 10 {-1: 1657, 1: 20, 3: 16, 4: 16, 0: 15, 2: 14, 5: 8}

0,1 20 {-1: 1746}

0,2 20 {-1: 1586, 0: 62, 3: 27, 2: 25, 1: 23, 4: 23}

0,2 30 {-1: 1746}

0,3 30 {-1: 1519, 0: 137, 3: 30, 1: 30, 2: 30}

0,3 40 {-1: 1672, 0: 74}

0,4 40 {-1: 1484, 0: 175, 1: 87}
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Окончание табл. 3

1 2 3

0,4 50 {-1: 1591, 0: 155}

0,5 50 {-1: 1225, 0: 270, 2: 131, 1: 120}

0,5 100 {-1: 1746}

0,6 50 {-1: 633, 0: 389, 1: 251, 2: 204, 3: 198, 4: 71}

0,6 100 {-1: 1551, 0: 195}

0,9 100 {-1: 517, 0: 513, 2: 481, 1: 235}

Кластеризация при eps=0,5, min_samples= 50 (листинг 2) опреде-
лила три кластера (270, 131, 120 пожаров), 1225 пожаров трактуют-
ся как шум (рис. 8). Кластеризация при eps=0,6, min_samples= 100
(рис. 9) выделила один участок с высокой плотностью «грозовых» по-
жаров — для каждого из 195 пожаров в окрестности радиуса eps=0,6
находится не менее 100 пожаров. Если снизить требование к количеству
пожаров в заданной окрестности eps=0,6 до 50, получим пять класте-
ров (рис. 10).

Листинг 2

Кластеризация при помощи алгоритма DBSCAN
при eps=0,5, min_samples= 50

# импорт библиотек
import numpy as np
from openpyxl import load_workbook
import matplotlib.pyplot as plt
import seaborn as sns; sns.set()
from sklearn.cluster import DBSCAN

# загружаем файл Excel
wb = load_workbook(filename=’f-geo.xlsx’)
sheet = wb.worksheets[0]
data = np.array([row for row in sheet.iter_rows(min_row=2,

max_row= 1747, min_col=2, max_col= 3,
values_only=True)], dtype=np.float32)
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Окончание листинга 2

# кластеризуем
clusters = DBSCAN(eps = 0.5, min_samples = 50).fit(data)

# получаем метки кластеров
cl_labels = clusters.labels_

# выводим номера кластеров, значение -1 соответствует точкам шума
print(’cluster numbers’,set(cl_labels))
from collections import Counter
print(Counter(clusters.labels_))

# выводим результаты кластеризации
sns.scatterplot(data = data, x = data[:,0], y =data[:,1],

hue = cl_labels, size = cl_labels,
sizes=(10, 200), legend = "full",
palette = "deep")

plt.show()

# сохраняем массив с номерами кластеров
for i in range(1746):

sheet.cell(i+2, 5, value=cl_labels[i])
wb.save(’f-geo.xlsx’)

Рис. 8. Выделение участков высокой
плотности «грозовых» пожаров

(eps=0,5, min_samples= 50)

Рис. 9. Выделение участков высокой
плотности «грозовых» пожаров
(eps=0,6, min_samples= 100)
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Рис. 10. Выделение участков высокой плотности «грозовых» пожаров
(eps=0,6, min_samples=5̇0)

4. Заключение
Грозы стали причиной 65,5 % пожаров в 2016–2023 годах. Площадь

«грозовых» пожаров составила 95,8 % от общей площади пожаров.
При этом 91 % «грозовых» пожаров произошел в местностях с нулевой
плотностью населения.

В коллективной монографии 2012 года Института глобального кли-
мата и экологии Федеральной службы по гидрометеорологии и мони-
торингу окружающей среды и Российской академии наук указывается:
«На пожары, вызванные грозами, в среднем по России приходится 10 %
общего числа лесных пожаров. . . . Проявляется значительная зависи-
мость интенсивности грозовой деятельности и пожарной активности от
широты. . . . Наибольшая доля пожаров, вызванных молниями, в общем
числе пожаров приходится на интервал широт 60–65◦ с. ш., она состав-
ляет около 39 %» [6, c. 268]. Территория Республики Коми простирается
между 59◦ 12’ и 68◦ 25’ северной широты. Таким образом, значительное
количество «грозовых» пожаров в Республике Коми является нормой.

Предсказать, куда ударит молния, и сократить количество «грозо-
вых» пожаров — затруднительно. Уменьшить площадь «грозовых» по-
жаров можно за счет совершенствования систем раннего обнаружения
пожаров в труднодоступных местностях.
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На основе проведенного исследования разработаны лабораторные
работы, которые используются в процессе обучения студентов направ-
ления «Прикладная информатика» по дисциплинам «Интеллектуаль-
ный анализ данных», «Эконометрика: многомерный анализ данных».
Опыт работы с реальными данными в процессе обучения повышает ин-
терес студентов и мотивацию к более глубокому изучению предмета.
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ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ МАТЕМАТИЧЕСКОГО

МОДЕЛИРОВАНИЯ ПРИ ОБУЧЕНИИ СТУДЕНТОВ

Андрей Васильевич Ермоленко
Сыктывкарский государственный университет
им. Питирима Сорокина, ea74@list.ru

Аннотация. В статье обсуждаются вопросы знакомства сту-
дентов с математическим моделированием на младших курсах.
Предлагаются способы знакомства через индивидуальную подго-
товку, привитие интереса через исторические и филосовские экс-
курсы, знакомство с математическим моделированием на фунда-
ментальных дисиплинах. Рассматриваются задачи, позволяющие
студентам познакомиться с моделированием на ранних курсах. В
качестве примера рассмотрена математическая модель Лотки –
Вольтера.

Ключевые слова: численные методы, подготовка научных
кадров, модель Лотки – Вольтера, математическое моделирова-
ние
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матического моделирования при обучении студентов // Вестник Сык-
тывкарского университета. Сер. 1: Математика. Механика. Инфор-
матика. 2023. Вып. 4 (49). C. 47−58. https://doi.org/10.34130/1992-
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Introduction to the theory of mathematical modeling when
teaching students

Andrey V. Yermolenko
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Abstract. The article discusses the issues of introducing students
to mathematical modeling in junior years. Ways of getting to know
each other through individual training, instilling interest through
historical and philosophical excursions, and familiarization with
mathematical modeling in fundamental disciplines are proposed.
Problems that allow students to become familiar with modeling
in early courses are considered. As an example, the Lotka-Voltaire
mathematical model is considered.

Keywords: numerical methods, training of scientific personnel,
Lotka-Voltaire model, mathematical modeling

For citation: Yermolenko A. V. Introduction to the theory of
mathematical modeling when teaching students. Vestnik Syktyvkarskogo
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1. Введение
В Сыктывкарском университете работают представители научной

школы механики академика В. В. Новожилова [1], которые занимают-
ся математическим моделированием в области теорий пластин и обо-
лочек, см., например, [2]. Однако данная тематика зачастую отпуги-
вает студентов-математиков, так как требует достаточно высокого по-
рога вхождения — необходимо знание дисциплин «Дифференциальные
уравнения», «Численные методы», «Уравнения математической физи-
ки», которые изучаются на 2-м и 3-м курсах. Возникают вопросы: как
вводить студентов в тематику научной работы? Как привить интерес к
математическому моделированию?

С учетом сказанного ставится цель — сформулировать собственное
видение процесса вовлечения студентов в научную деятельность в об-
ласти математического моделирования.
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2. Материалы и методы
Данное исследование построено на базе использования теоретиче-

ского и практического материалов. Применение теоретического метода
в совокупности с преподавательским опытом позволило сформулиро-
вать рекомендации в области вовлечения обучающихся в научную дея-
тельность.

3. Результаты
3.1. Особенности знакомства с математическим моделиро-

ванием
Знакомство с математическим моделированием студентов направле-

ний «Математика и компьютерные науки», «Прикладная математика
и информатика», как правило, начинается со второго курса в рамках
выполнения курсовых работ по дисциплинам «Технологии программи-
рования», «Дифференциальные уравнения». При этом полноценное по-
нимание математического (и компьютерного) моделирования приходит
к студентам только на 3-м курсе после изучения специализированных
дисциплин и выполнения курсовых работ [3].

Причины неспособности студентов в массе своей к научной работе
на ранних курсах видятся в следующем:

1. Недостаточная школьная математическая и компьютерная подго-
товка, которая не позволяет усваивать математический материал
на высоком уровне абстракции.

2. Низкая заинтересованность студентов. Выражается в том, что
большинство студентов не видят цели в выполнении научной ра-
боты, так как это требует дополнительных усилий, а также отсут-
ствует мгновенная отдача.

3. Сложность подведения студентов к решению актуальных задач,
так как для полного понимания желательно изучить ряд дисци-
плин старших курсов.

Существует ряд работ, предлагающих пути устранения данных при-
чин, см., например [3–5]. Кратко рекомендации можно сформулировать
так:

• привитие интереса к науке через исторические или философские
микроэкскурсы, например [6];
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• включение элементов математического моделирования на фунда-
ментальных математических предметах, практических занятиях
по программированию;

• участие обучающихся в молодежных конференциях и чемпиона-
тах по программированию, начиная с 1-го курса;

• использование индивидуальной траектории обучения на основе
удачных практических наработок педагога.

Таким образом, первые две рекомендации можно свести к тому, что
интерес к науке в первую очередь должен формироваться всеми педа-
гогами, участвующими в учебном процессе, это не должна быть обя-
занность только куратора или заведующего кафедрой. Это может вы-
ражаться во введении отдельных лекций, или в интересных замечаниях
на занятиях, или же в объяснении практического применения формул.

Студентам с первого курса также должен прививаться интерес к
научным и научно-практическим исследованиям через олимпиады по
программированию, кружковой деятельности, участие в конференциях.

При этом очень важным является индивидуальная работа со сту-
дентами. В работе [3] описан процесс индивидуального знакомства сту-
дентов с математическими моделями механики пластин и оболочек. По-
ложительным опытом такого подхода стало то, что два студента стали
стипендиатами премий Правительства и Президента РФ – Ю. Жибало-
ва и Н. Филиппова [7].

3.2. Пример простого исследования методов решения диф-
ференциальных уравнений

Кроме решения задач механики пластин и оболочек с ранних курсов
можно практически изучать известные математические модели. Напри-
мер, к конференции «Математическое моделирование и информацион-
ные технологии» студентом подготовлен доклад по изучению погрешно-
сти методом Эйлера решения дифференциального уравнения. Учиты-
вая, что работу выполняет студент первого курса, пришлось на этапе
объяснения модели раскрыть, что такое дифференциальное уравнение,
что является его решением. Аналитические методы решения диффе-
ренциальных уравнений не рассматривались, однако учитывая, что на
первом курсе уже изучается дисциплина «Технология программирова-
ния», итерационная схема метода оказалась достаточно понятной. Да-
лее с использованием языка программирования Python [8] схема Эйлера
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была реализована. При этом при использовании различных разбиений
подтверждается известный факт – метод Эйлера является методом 1-го
порядка и имеет погрешность O(h).

Дальнейшим изучением математического моделирования с исполь-
зованием дифференциальных уравнений стала работа [9], в которой изу-
чается модель «Хищник – жертва» (см. листинг 1). Студент разобрался
с моделью, написал небольшую программу на языке Python. При этом
первоначально был построен график зависимости популяций хищников
и жертв от времени (см. рис. 1).

Листинг 1

Код программы

import matplotlib.pyplot as plt
import math

def f(t,x,y):
return alpha * x - beta * x * y
def g(t,x,y):
return - gamma * y + delta * x * y

t0, A = 0, 35
n = 1000
h = A / n
alpha = gamma = 0.5
beta = delta = 0.002
t=[t0 + h * i for i in range(n+1)]
x=[500]
y=[501]
for i in range(1, n + 1):
x.append(x[i - 1] + h * f(t[i - 1], x[i - 1], y[i - 1]))
y.append(y[i - 1] + h * g(t[i - 1], x[i - 1], y[i - 1]))
plt.plot(t,x)
plt.plot(t,y,linestyle="dashed")
plt.xlabel("t")
plt.ylabel("x, y")
plt.title("Модель Хищник-жертва. Метод Эйлера")
plt.grid()
plt.show()
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Рис. 1. Графики популяций хищников и жертв в зависимости от периода времени

При анализе данных необходимо, чтобы студент смог описать полу-
ченные результаты, оценить их адекватность. Для лучшего понимания
рузультатов также был построен график зависимости числа хищников
от числа жертв (см. рис. 2). Для этого заменили последние 6 строк ко-
да так, как это показано в листинге 2. По представленному рисунку
четко видно, что при увеличении одной популяции вторая сокращается
и наоборот. Полезным также является проведение именно численного
эксперимента, а не просто запуск программы при одних параметрах.
В качестве задачи для численного эксперимента можно выяснить, при
каких исходных параметрах популяции исчезнут.

Листинг 2

Изменения в первоначальный код

plt.plot(x,y, linewidth=0.8)
plt.xlabel("Количество жертв")
plt.ylabel("Количество хищников")
plt.title("Модель Хищник-жертва. Метод Эйлера")
plt.grid()
plt.show()

При построении математических моделей неодходимо проверять по-
лученные результаты с известными. Полученные результаты сверялись
с аналитическим решением статьи [11].
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Рис. 2. График зависимости количества хищников от количества жертв

Таким образом, студент не только разобрался с математической мо-
делью Лотки – Вольтера, но и провел обширный численный экспери-
мент.

3.3. Обзор простых задач математического моделирования
Студенты на младших курсах стремятся в первую очередь к знаком-

ству с передовым технологиями в области программирования. Поэтому
как общий подход можно использовать следующий. Научить студентов
строить математические модели некоторых процессов. Затем построен-
ные математические модели реализовать их на компьютере, используя
знания и навыки, связанные с программированием [10].

Каждый педагог может сформулировать постановку задачи, связан-
ную с преподаваеммыми дисциплинами. В качестве примеров простых
математических моделей можно рассмотреть следующие:

• модель разгона стрелы, выпущенной из лука или арбалета неко-
торого конкретного класса [4];

• расчет прогиба прямоугольной пластины [2];

• реализация численных методов решения дифференциальных
уравнений;

• реализация численных методов решения алгебраических уравне-
ний, включая итерационные;
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• простые модели кластеризации, например байессовский класси-
фикатор или метод к-средних;

• всплытие подводной лодки;

• I и II задачи Циолковского;

• прогнозирование социально-экономических параметров с исполь-
зованием стандартных библиотек.

Пусть для студентов старших курсов это будут задачи на одно лабо-
раторное занятие, но для студента-первокурсника — это целое откры-
тие. И задача педагога в индивидуальной работе — помочь не только
реализовать эти задачи, но и оформить полученный маленький науч-
ный результат.

4. Обсуждение
В заключении хочется отметить, что студент, занимающийся науч-

ной работой в области математики и математического моделирования,
был всегда «штучным товаром», поэтому в первую очередь речь должна
идти об индивидуальной работе с такими студентами, начиная с первого
семестра первого курса.

Использование элементов математического моделирования с перво-
го курса усиливает мотивацию студентов к изучению математики и ин-
форматики.
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В вузовском преподавании мы часто сталкиваемся с ситуацией, ко-
гда приходится констатировать факт, что содержание дисциплины сту-
дентам «затруднительно для понимания», да и студенты часто утвер-
ждают, что тот или иной раздел им «непонятен». В общем, чувству-
ется различие в понятиях «знание» и «понимание»: можно «знать»,
но «не понимать», а потому «понять» куда важнее, чем просто «знать».
В этой связи целесообразно вести речь об обучении математике, наце-
ленном на понимание. Но чтобы разработать положения такого обу-
чения, необходимо обратиться к методологической трактовке понятия
«понимание», а для методики обучения математике – его связи с семан-
тическими аспектами.

В «знаниевой» модели обучения понимание рассматривается с ра-
циональной точки зрения, как «понимание фактологического знания».
Отсюда и известная трактовка понимания в обучении: «понимать —
значит запомнить и научиться применять». В культуротворческой мо-
дели образования понимание трактуется «герменевтическим кругом»
(Х. Г. Гадамер): «Чтобы понять, надо объяснить, а чтобы объяснить,
надо понять». Герменевтическая тенденция в обучении ориентирует
на понимание в идейном аспекте: «в итоге — получить ИДЕЮ по-
знания (а не само познание), т. е. метод» [1, с. 398]. Таким обра-
зом, можно выделить два основных вида понимания в познании ми-
ра: понимание-объяснение, характерное для методологии естественных
наук, и понимание-истолкование, характерное для гуманитарных наук.

Математика является специфической наукой, не вписывающейся ак-
куратно ни в один из названных видов наук ни по предмету исследо-
вания, ни по методам. И в то же время она имеет их составляющие.
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С одной стороны, математика изучает формы и отношения реального
мира (естественно-научный компонент), поэтому методология матема-
тики связана с «объясняющими» методами. Но формы и отношения
реального мира математика рассматривает в отвлечении от их содер-
жания с помощью абстракций, которые являются продуктом челове-
ческой деятельности, т. е. культуры. Следовательно, другая сторона
предмета математики (гуманитарная) состоит в том, что он не суще-
ствует «сам по себе», а создается человеком. Творения, выраженные на
математическом языке, требуют истолкования, расшифровки замысла
(конструирования абстракции, идеи доказательства и т. п.), воплощен-
ного математиками в своих трудах. Потому изучение математики связа-
но с пониманием-истолкованием. Необходимо осознавать основу (идею)
«получения» математических фактов, способы их выражения и те виды
человеческой деятельности, которые к ним приводят (образные, языко-
вые, мыслительные и т. д.).

Таким образом, говоря о понимании в обучении математике, необхо-
димо иметь в виду, что оно имеет два компонента: естественно-научный
(компонент рациональной модели понимания) и гуманитарный (компо-
нент антропологической модели понимания).

Понимание с методологических позиций связано с понятиями осмыс-
ления, объяснения, интерпретации [2; 3]:

1. Понимание как осмысление означает выделение смысла, который
содержится во взаимосвязях существенных сторон понятий, рас-
шифровка результата человеческой деятельности.

2. Понимание как объяснение («рациональное объяснение») требует
согласования структур (структуры науки и структуры культуры),
выделения составляющих знания, их причинно-следственной свя-
зи.

3. Понимание как интерпретация есть отношение субъекта к знанию,
некоторое истолкование, определение того, что это знание озна-
чает, т. е. установление соответствия между знанием и реальной
действительностью.

В каждой трактовке понятия понимания процессуальная составля-
ющая понимания требует выделения взаимосвязей в объекте изучения.
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Следовательно, с методологических позиций понимание связано с уста-
новлением взаимосвязей (существенных сторон понятия, структур зна-
ния, в отношениях к знанию). И если обучение будет нацелено на пони-
мание, то познавательный его аспект требует акцента на установление
взаимосвязей в материале (объекте изучения).

С психологических позиций работа понимания при усвоении знаний
описывается двумя механизмами: осмыслением значений и означением
смысла, и характеризуется установлением взаимосвязей, их значимо-
сти и построением концепта [4]. Осмысление значений характеризует
первое направление работы понимания: движение от значения к смыс-
лу. Второе направление является обратным, оно характеризует «при-
писывание» значений смысловым составляющим знания: движение от
смысла к значению. Если эта работа выполняется, то знание получает
двойную окраску: окраску означенности и осмысленности. Таким об-
разом, в процессе понимания с психологических позиций происходит
как бы «построение» знания посредством установления взаимосвязей
от смысла к значению и обратно. Эти связи мы называем содержатель-
ными.

Таким образом, ключевыми понятиями для трактовки понимания
(как процесса, так и результата) являются понятия «смысл» и «значе-
ние». Если речь идет о понимании в обучении математике, то эти ключе-
вые понятия должны рассматриваться под призмой работы с учебным
математическим текстом (устным или письменным), что имеет непо-
средственную связь с выражениями языка.

Г. Фреге, исследуя отношения между выражениями языка, опреде-
лил, что собственные имена в языке имеют два значения: предметное и
смысловое [5] (рис.).

Рис. Треугольник значений имени предмета по Г. Фреге

Предметное значение имени (денотат, или просто «значение») — это
тот конкретный объект (или класс предметов), которому приписано
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данное имя. Имя имеет другое значение — косвенное, которое называют
смыслом (концептом), его объективное содержание.

А. Черч концепт понимал иначе. Его сущность он раскрывает сле-
дующим образом: «Смысл (или концепт) — это постулированный аб-
страктный объект с определенными постулированными свойствами» [6,
с. 343]. То есть можно вести разговор о смысле имени, ничего не зная
о его денотате, кроме того, что он определяется этим смыслом. Так
что смысл имени, по Черчу, тоже предметен (раз это «объект»), но его
«предметность» выражается свойствами предметного значения.

Г. Фреге утверждает, что денотат имени может не существовать,
но концепт есть всегда. Он приводит пример имени «в наименьшей сте-
пени сходящийся ряд», которое имеет смысл, но не имеет значения [5,
с. 36]. Можно привести и другие примеры. Скажем, «порядок числа 2
аддитивной группы целых чисел». Смысл имени в том натуральном чис-
ле n, что n-кратное двойке равно 0. Понятно, что такого натурального
числа не существует, т. е. значения нет. Аналогичные примеры можно
привести из школьной математики. Скажем, log2 0 обозначает число n,
такое, что 2n = 0. Значения нет, но смысл есть в воображаемом числе
n с «постулированным» свойством.

А. Черч придерживался другой точки зрения: «Если дан смысл,
то этим определяется существование и единственность денотата» [6,
с. 20]. Видимо, речь идет о совпадении концепта и денотата.

Расхождение точек зрения Г. Фреге и А. Черча, на наш взгляд, свя-
зано с тем, что понятия концепта и денотата они применяют к разным
понятиям. Г. Фреге говорит о собственных именах, которые являются
выражением языка для обозначения конкретных вещей, А. Черч ведет
разговор о самих «вещах». Именно поэтому с одной позиции денотат су-
ществует всегда, с другой — нет. Заметив это расхождение, В. В. Мадер
пришел к новой концепции [7], которой мы придерживаемся. В ней он
ограничивается рассмотрением концептов и денотатов имен абстракт-
ных объектов, что достаточно для математических понятий.

Имена являются языковыми выражениями понятий теории. Поэто-
му всякое введение имен (описание теории) должно начинаться с явного
описания предметной области (принцип Э. Шредера). Тогда денотатом
обладают только те имена, которые находятся в предметной области.
Все остальные имена обладают другим статусом существования. Поня-
тие «концепт имени абстрактных предметов» В. В. Мадер раскрывает
следующими положениями.
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1. Абстрактный (математический) предмет существует только как
элемент некоторой системы. Поэтому смысл имени абстрактного пред-
мета сводится к пониманию роли этого предмета как элемента объем-
лющей системы. Другими словами, смысл математических понятий в
их связях с другими понятиями некоторого целого (например, алгебра-
ической системы). Например, концепт комплексных чисел определяется
описанием поля комплексных чисел.

2. Смысл имени обеспечивает возможность его правильного употреб-
ления. В математике, по мнению В. В. Мадера, это происходит в тео-
ретических выкладках дедуктивного характера. Мы добавим, что это
обеспечение в математике гарантируется точностью математического
языка. Например, можно сформулировать на естественном языке сле-
дующее определение подгруппы, порожденной множеством.

Пусть G – группа и M ⊆ G. Подгруппой H, порожденной множе-
ством M, называется наименьшая подгруппа группы G, содержащая
множество M, т. е. с условием M ⊆ H.

Языковое выражение «наименьшая подгруппа, содержащая множе-
ство», конечно, с математической точки зрения означает не наименьшее
число элементов (подгруппа может быть бесконечного порядка), а толь-
ко то, что «любая подгруппа, содержащая множество M, содержит и
множество H». В математической символике это выражается наиболее
точно, не позволяя двойственного толкования (особенно «начинающе-
му» изучение математики):

(∀T ≺ G)(M ⊆ T⇒ H ⊆ T)

(здесь запись T ≺ G означает «T является подгруппой группы G»).
3. Смысл имени абстрактного предмета содержит возможность пред-

ставления, позволяющего связать это имя с наглядным образом.
Последнее положение автор аргументирует фактами истории мате-

матики, когда долгое время отвергались некоторые понятия в связи
с тем, что в свое время не был найден для них наглядный образ. Такой
ситуацией, например, сопровождалось введение комплексных чисел.

В этом плане мы хотели бы уточнить точку зрения В. В. Маде-
ра. Смысл не всех математических понятий, изучаемых в вузовском
курсе, можно с легкостью наглядно иллюстрировать. Например, каким
образом наглядно иллюстрировать смысл понятия кольца? Кольцо яв-
ляется множеством с двумя бинарными алгебраическими операциями
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на нем, для которых выполняется ряд требований (аксиом). Скорее все-
го, смысл имен математических объектов содержит возможность свя-
зать их с уже освоенными знаниями (иногда их называют фоновыми
знаниями), отраженными (сформированными) в сознании понятиями,
закрепленными личностным опытом студента. Последние знания в сво-
ей совокупности мы называем интуитивным арсеналом.

Исходя из высказанных соображений, третье положение примени-
тельно к концепту абстрактных предметов целесообразно принять в сле-
дующей трактовке.

3*. Смысл имени абстрактного предмета содержит возможность
представления, позволяющего связать это имя с освоенными знания-
ми (интуитивным арсеналом).

Предыдущие три положения, характеризующие смысл имен аб-
страктных объектов, относятся к объектам, которые имеют предметную
природу. «Непредметная» природа объектов в математике тоже про-
является, это выражается в виде свойств, отношений, функций и др.
В. В. Мадер отмечает сложность описания концепта для таких матема-
тических объектов, поскольку денотат может быть истолкован различ-
ными способами. В своих рассуждениях он приходит к выводу (и мы
с ним согласны), что в теоретических построениях не возникает надоб-
ности обращаться к денотату таких имен, такие понятия определяются
исключительно концептом, а «денотат — это просто “нечто”, соответ-
ствующее концепту» [7, с. 105].

Таким образом, взаимосвязь денотата и концепта математического
понятия двусторонняя (рис.): концепт характеризует денотат (с помо-
щью свойств предмета, его связей, интуитивных представлений и т. д.);
денотат, в свою очередь, является «воплощением» смысла, опредмечен-
ным смыслом.

Из семантической трактовки понятия смысла вытекают следующие
выводы, полезные для построения методики обучения математике.

1. Для использования математических понятий бо́льшую важность
имеет содержательное значение имен объектов (смысл, концепт),
чем их предметные значения (денотат). Назовем этот вывод прин-
ципом доминирования концепта (смысла).

2. Смысл математических понятий содержится во взаимосвязях это-
го понятия в системе математического знания, как объективного,
так и субъективного (интуитивного арсенала).
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Во всяком математическом понятии как форме мышления выделя-
ется его содержание и объем. В содержание понятия включается множе-
ство существенных признаков данного понятия, в объем — множество
объектов, к которым применимо данное понятие. Термин как языковое
выражение понятия в семантическом плане характеризует «имя пред-
мета». Тогда объем понятия отражает денотат имени (термина), содер-
жание понятия — концепт имени (термина). Поэтому можно сказать,
что денотат понятия «отражает» его объем, а концепт понятия — его
содержание. Именно «отражают», а не «являются». Например, в объем
понятия «знак подстановки степени n» входят два числа: 1 и –1. Де-
нотат имени (термина) обозначает предмет, который заименовывается.
Именем «знак подстановки» заименовывается не множество {1, –1}, а
связь (в данном случае, функциональная) между подстановками и мно-
жеством {1, –1}. В содержание понятия «знак подстановки» входят его
существенные свойства, которые фиксируются определением и теоре-
мами. К ним относятся: способ вычисления знака подстановки (по фор-
мулам, с помощью графов и пр.), свойство мультипликативности и т. д.
Концепт же понятия «знак подстановки» как элемент системы, помимо
его свойств, включает связи между этими свойствами. То есть он отве-
чает на вопросы «почему так», «как можно иначе», «что лежит в основе
свойства» и т. д. Иначе говоря, объем понятия и его содержание фикси-
рует («материализует») связи понятия (между объектами, к которым
применимо понятие, между его характеристическими признаками). Де-
нотат и концепт отражают процесс этой фиксации («материализации»)
и его результат.

Таким образом, содержательные связи понятий отражают процессу-
альную сторону отношения между объемом и содержанием понятий.

В вузовском обучении математике обычно понятия рассматриваются
по объему и содержанию: приводятся примеры понятий, изучаются (до-
казываются и «применяются» при решении задач) свойства понятия. То
есть изучаются фиксированные свойства, а не сам процесс такой фикса-
ции. Если обучение нацелено на понимание (а понимание — это, прежде
всего, установление связей), то понятия целесообразно рассматривать
по их концепту и денотату, т. е. с точки зрения смысла.

Связь является отношением взаимной зависимости, взаимной обу-
словленности, а значит, в основе любой связи есть некоторая основа,
позволяющая это отношение установить. Поскольку материал матема-
тики составляют абстракции различного рода (отождествления, идеа-
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лизации, осуществимости и т. д.) [8], то основу математических взаи-
мосвязей — специфические идеи (идеи математики) и действия, кото-
рые повлекли за собой возникновение этих абстракций. Характеристика
идей математики, составляющих основу математических абстракций,
дана в работах Е. М. Вечтомова [9]: координатизация (термин Г. Вей-
ля [10]), изморфность, факторизация, идеи двойственности, предельно-
го перехода, непрерывности, упорядоченности и др. Заметим, что меж-
ду идеями математики порой трудно провести четкое разграничение.
Так, координатизация по сути задает предметность рассматриваемых
понятий, т. е. опредмечивает объем понятия. А изоморфность теорий
позволяет применить формализацию. Поскольку основные идеи лежат
в основе установления взаимосвязей в математическом материале, то
организация обучения, нацеленного на понимание, должна их учиты-
вать.

Таким образом, с семантической точки зрения организация обучения
математике, нацеленного на понимание, должна быть ориентирована
на установление содержательных связей в учебном материале. Содер-
жательные связи в математическом материале (тексте) имеют двуна-
правленный характер: от смысла термина к его значению и обратно.
Процесс установления содержательных связей позволяет «построить»
знание, вскрыть идею изучаемого математического понятия.
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Шин Ден Юн родился в 1912 году в деревне Чендолаза Южно-
Уссурийской части Приморской области [1]. Нам неизвестно, где и
как учился Шин Ден Юн до 1930 года, но с 1930 года он учит-
ся на физико-математическом факультете МГУ. В 1935 году он по
окончании учебы в университете был принят в аспирантуру Научно-
исследовательского института Московского государственного универси-
тета. 6 января 1938 года академик С. Н. Бернштейн (1880–1968) пред-
ставил в «Доклады Академии наук СССР» (ДАН) сразу три работы
Шин Ден Юна [2–4].

Первая из этих работ является обобщением результатов профессора
С. А. Янчевского1, посвященных изучению самосопряженной диффе-
ренциальной системы 4-го порядка и опубликованных последним в 1928
и 1930 годах [6; 7].

1Янчевский Сергей Аркадьевич (1900–1941) родился в Санкт-Петербурге, учился
в Московском, а со второго курса – в Петроградском университете. В 1923 г. принят
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В работах [2], [3] Д. Шин уже получает результаты, опирающиеся на
его собственные идеи. Развиты эти идеи были в работе [4]. Подробно все
доказательства были даны в большой статье «О решениях линейного
квазидифференциального уравнения n-го порядка» [8] в журнале «Ма-
тематический сборник», посланной им в 1939 году из г. Махач-Кала2,
куда после окончания аспирантуры (1938) был распределен Д. Шин.

Пусть Pk,γ, γ ≤ k; k, γ = 0, 1, 2, . . . , n — комплексные измеримые
по Лебегу функции от действительного переменного x, определенные
в конечном замкнутом интервале [a, b]. Для произвольной комплексной
функции u(x), следуя [9, c. 485–487], рассмотрим квазидифференциаль-
ное уравнение u[n]− lu = 0 n-го порядка. При этом выполняется условие
о неравенстве нулю детерминанта типа Вронского

W (f1, f2, . . . , fn) = det|f (j−1)
k |, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1,

и где
u[0] = P0,0u, u

[1] = IP1,1du
[0]/dx+ P1,0u

[0],

u[2] = IP2,2du
[1]/dx+ P2,1u

[1] + P2,0u
[0],

. . .

u[n] = IPn,ndu
[n−1]/dx+ . . .+ Pn,1u

[1] + Pn,0u
[0].

Д. Шин утверждает, что если функции |1/Pk,k|2, k = 0, 1, 2, . . . , n,
|Pk,γ|2, γ < k, и |f(x)|2 интегрируемы по Лебегу в интервале [a, b], (т. е.
f(x) ∈ L2[a, b]), то существует единственная функция u(x), обладающая
следующими свойствами:

1) выражения u[k](x), k = 0, 1, . . . , n− 1, равны абсолютно непрерыв-
ным функциям почти всюду в интервале [a, b];

2) u[n](x) = f(x) почти всюду в интервале [a, b] и

в аспирантуру ЛГУ, став учеником профессора Н. М. Гюнтера. Профессор (1934).
В 1926–1931 гг. преподавал в ЛГПИ им. А. И. Герцена, a с 1931 г. до самой смерти
(от голода в блокадном Ленинграде) преподавал в Ленинградском ин-те железнодо-
рожного транспорта (подробнее о его работах и жизни см.: [5, с. 14–21]).

2Город Махачкала (столица Дагестана) до 1921 г. назывался Петровск. (Махач –
сокращенная форма от имени Магомед, Кала – город, крепость). Город был пере-
именован в память об одном из первых организаторов Советской власти в Дагестане
Магомеде Али Дахадаеве (1882–1918). До 50-х годов ХХ века название города пи-
салось через дефис: Махач-Кала.
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3) u[k](c) = Ck, k = 0, 1, . . . , n − 1, a ≤ c ≤ b, где Ck – произвольные
постоянные.

Функцию u(x), удовлетворяющую условиям 1)–3), будем называть
решением уравнения u[n](x) = f(x), принимающим начальные значе-
ния 3).

В следующей работе [8] изучаются решения уравнения u[n](x) = 0

при условии, что комплексные функции 1/Pk,k(x), k = 0, 1, . . . , n,
Pk,γ(x), γ < k, принадлежат к L2(0, b), где b – произвольное положитель-
ное число. Тогда существуют n линейно независимых решений, принад-
лежащих L2(0, b).

Дифференциальное выражение u[n] Д. Шин называет само-
сопряженным, если функции Pk,γ удовлетворяют условиям:
Pn−k,n−k = Pk,k, k = 0, 1, . . . , [n/2], (где [n/2] – целая часть числа
n/2), (Pn−γ,n−k · Pn−k,n−γ/Pn−γ,n−γ) = Pk,γ, γ < k, k = 1, 2, . . . , n;
γ = 0, 1, . . . , n − 1. В этом случае можно получить явно и билиней-
ную форму и изучить решения уравнений u[n] = lu, v[n] = l−v, при
некотором дополнительном условии: неравенство нулю детерминанта
типа Вронского при начальных условиях f [k](c) = ck, ck ∈ (a, b),
k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 ([9, с. 485–487]).

28 января 1938 года академик С. Н. Бернштейн представил в ДАН
ещё одну статью Д. Шина «О квазидифференциальных операторах в
гильбертовом пространстве» [10]. В статье рассматривается дифферен-
циальный оператор вида:

H [n], где H [0] = P0,0H, . . . , H
[k] = iHk,kdH

[k−1]/dx+
k−1∑
j=1

Pk,jH
[j].

Комплексные функции Pk,γ определены в конечном или бесконеч-
ном интервале a < x < b и удовлетворяющие условиям: 1/Pk,k и Pk,γ
принадлежат L2(α, β) для любого [α, β] : (a, b) ⊃ [α, β], кроме того, H [k]

для k ≤ n− 1 абсолютно непрерывны; наконец, H [n] ∈ L2(a, b).
Оператор G{n}, сопряженный с H [n], определяется равенством:

G{k} = iQk,kdG
{k−1}/dx+

n−1∑
γ=0

Qk,γG
{γ},

где Qk,γ = (Pn−γ,n−k · Pn−k,n−γ/Pn−γ,n−γ).
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Оператор является самосопряженным, если

Qk,γ = Pk,γ, γ < k, k = 0, 1, . . . , n; γ = 0, 1, . . . , n− 1.

Далее, рассматривается уравнение H [n] − lH = 0 c самосопряжен-
ным оператором H [n] и комплексным параметром l (для определенно-
сти, пусть Im l > 0). Для этого уравнения ищется число линейно неза-
висимых решений на правом конце, т. е. в интервале (c, b), где a < c < b,
удовлетворяющих условию: они принадлежат L2(c, b). Обобщая метод
Г. Вейля3 Д. Шин доказывает, что существует n или [n/2] линейно
независимых решений, удовлетворяющих этому условию.

Аналогично, если поставить условие на левом конце, т. е. рассматри-
вать интервал (a, c) и требовать, чтобы решения принадлежали L2(a, c),
то оказывается, что существует n или n− [n/2] линейно независимых
решений, удовлетворяющих этому условию.

Наконец, при условии на обоих концах: решения принадлежат
L2(a, b) – возможны следующие значения для числа линейно незави-
симых решений: 0, [n/2], n− [n/2], n.

В июне 1938 года Д. Шин оканчивает аспирантуру с защитой кан-
дидатской диссертации. По распределению его направляют в Дагестан,
в образованный в 1931 году в г. Махач-Кала Дагестанский педагогиче-
ский институт на физико-техническое отделение. Там в октябре 1939
года он посылает большую (на 80 стр.) статью в журнал «Математи-
ческий сборник» [8], подытожившую его результаты в «Докладах АН
СССР», а в мае 1940 года ещё одну статью в ДАН [11], представлен-
ную уже академиком А. Н. Колмогоровым (1903–1987), где часть уже
опубликованных результатов по решениям системы квазидифференци-

3Вейль Герман (Hermann Weyl: 1885–1955) — немецкий математик, физик-
теоретик, логик и философ, чл. Национальной АН (США), окончил Геттингенский
ун-т (1908) с защитой диссертации «Вырожденные интегральные уравнения с осо-
бым учетом интегральных теорем Фурье», ученик Д. Гильберта, преподавал в Гет-
тингенском ун-те (1908–1913, 1930–1933). В 1913–1930 гг. – профессор Цюрихского
политехнического ин-та. С 1933 г. – в США в Принстонском ин-те перспективных
исследований. В математике – Г. Вейль, создатель спектральной теории дифферен-
циальных операторов, внёс большой вклад в теорию интегральных и дифференци-
альных уравнений и комплексный анализ (теоремы и область Вейля), теорию чисел
(суммы Вейля), теорию непрерывных групп и их представлений в геометрии и фи-
зике, в дифференциальной геометрии ввел понятие аффинной связности (за что
в 1927 г. получил в СССР премию им. Лобачевского); в физике получил результа-
ты, относящиеся к теории атомных спектров; в философии он – один из творцов
интуиционизма.
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альных уравнений удаётся получить существенно проще с применением
n-мерных квадратных матриц, обобщающих результаты Г. Вейля (Ann.
of Math., 36 (1935), pp. 230–254) для n = 2.

Летом 1940 года Д. Шин едет в Москву для поступления в докторан-
туру Математического института АН СССР. В итоге, в докторантуру на
два места зачисляются: Витольд Шмулян (1914–1944) из Одессы и Ден
Юн Шин из Махач-Калы. Чуть позже к ним присоединяется будущий
академик Сергей Михайлович Никольский (1905–2012), для которого
было получено дополнительное место в докторантуре ([12, c. 10–11]).

В мае 1941 года Д. Шин представляет в журнал «Математический
сборник» большую статью «О квазидифференциальных операторах в
гильбертовом пространстве» [13], в которой, кроме подробных доказа-
тельств результатов, представленных в статье [11], изучаются резоль-
венты и спектры этих операторов.

В начале августа 1941 года Д. Шина, С. М. Никольского, а также
А. А. Ляпунова (1911–1973) (будущего чл.-корр. АН СССР, одного из
основоположников кибернетики) посылают от Математического инсти-
тута в составе 1000 человек от каждого из районов Москвы на строи-
тельство грандиозного противотанкового рва на сотни км с севера на
юг в 150 км от Москвы. Ров в разрезе в виде перевёрнутой трапеции
должен был иметь глубину 3 м, внизу тоже 3 м, вверху 7 м. Каждый
из прибывших должен был за смену выбросить лопатой 12 кубомет-
ров грунта. Как пишет С. М. Никольский [12], они с Д. Шином справ-
лялись с заданным «уроком», а А. А. Ляпунов при всём старании не
справлялся, хотя внешне выглядел как гвардеец: высокий, широкий в
плечах. Поэтому он почти постоянно работал на кухне, чистя картош-
ку, что, как оказалось, «дало возможность С. Никольскому и Д. Шину
наедаться супами до сыта» [12, c. 12].

В августе и сентябре работали в мирной обстановке. Как пишет
С. М. Никольский, они с Д. Шином в эти месяцы сдружились. Фронт
был ещё далеко. Однако в начале октября обстановка изменилась:
немецкие самолёты летали уже низко и периодически сбрасывали на
работавших бомбы. 10 октября все работы были свёрнуты, хотя прак-
тически ров был вырыт, и неорганизованной толпой все двинулись на
восток к Киевской железной дороге. На одном из полустанков этой до-
роги стало известно, что немцы уже в Мало-Ярославце. Толпа дви-
нулась на север, параллельно двигались немцы. Пришли в Тарутино,
где встретились воинские части, в основном из курсантов, идущие на
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фронт. Оттуда побрели до Подольска. К этому времени А. А. Ляпунову
удалось сесть на машину, ехавшую в Подольск, и с ним ни Шин, ни
Никольский уже не встречались. Добравшись до Подольска, Д. Шин и
С. М. Никольский дождались электрички и доехали на ней до Курского
вокзала Москвы. Было уже 14 октября.

На вокзале всех прибывших жёстко контролировали. С. М. Николь-
ского в конце концов отпустили, а Д. Шина как корейца задержали.
Попытка защитить Д. Шина, закончилась угрозами в адрес С. М. Ни-
кольского. Дело в том, что на основании Постановления ЦК ВКП(б)
и Совнаркома за № 1428-326 от 21.08.1937 г. «О выселении корейского
населения из пограничных районов Дальневосточного края», подписан-
ного И. В. Сталиным и В. М. Молотовым, 173 тысячи корейцев были
выселены на необитаемые пустынные и необжитые районы Казахста-
на и Средней Азии. Позже действие этого постановления распростра-
нилось на всю территорию СССР. Итак, Шин Ден Юн был выслан в
Северный Казахстан. По дороге он простудился и в начале 1942 года
умер.

С. М. Никольский очень переживал, что Шин Ден Юн был одет
по-летнему.

С. М. Никольскому в конце сентября теща прислала теплую куртку,
и он предложил её Ден Юну, но тот отказался, говоря «потерплю до
Москвы».

За эпопею с противотанковым рвом С. М. Никольского наградили
медалью «За оборону Москвы» [12, c. 19]. НиШин ДенЮн, ни А. А. Ля-
пунов такой медали не получили.
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