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Понятие числа является одним из основных в школьном курсе мате-
матики, а числовая линия – одной из фундаментальных содержательно-
методических линий этого курса [1; 2]. Поэтому так важно, чтобы при
подготовке будущих учителей математики введению и теоретическому
обоснованию числовых систем было уделено особое внимание. Обычно
это делается как в курсе алгебры, так и более строго в курсе числовых
систем. Порядок изучения чисел в вузе практически такой же, как и в
школе, – натуральные числа (обычно аксиоматика Пеано), кольцо це-
лых чисел, поле рациональных чисел, поле вещественных чисел, поле
комплексных чисел:

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.

В школе возможен разный порядок изучения рациональных и целых
чисел, свойства сложения и умножения формулируются без доказатель-
ства, действительные (вещественные) числа (как правило) вводятся как
бесконечные десятичные дроби. Мы изучали вопрос изучения школь-
никами чисел, их свойств в различных учебниках, но не предполагали
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останавливаться на этом здесь. На наш взгляд, это достаточно подроб-
но сделано в работе [2]. В вузе помимо аккуратного построения каждой
числовой системы мы должны показать возможности каждой следую-
щей системы по отношению к предыдущей [1]. В частности – в мно-
жестве натуральных чисел мы имеем возможность только выполнять
сложение и умножение, множество целых чисел уже коммутативное
кольцо с единицей, то есть в нем определено вычитание. Рациональ-
ные числа – поле, то есть множество замкнуто относительно четырех
арифметических операций (с ограничением для деления на ноль), но
не для каждого рационального числа, даже положительного, определе-
но значение корня n-й степени. Множество вещественных чисел также
образует поле и в нем появляется возможность из каждого неотрица-
тельного числа извлечь корень n-й степени. В поле комплексных чисел
корень n-й степени можно извлечь из любого числа. Но в комплексных
числах теряется возможность сравнивать числа по величине.

И тогда естественным образом возникает вопрос: а возможно ли
дальнейшее расширение понятия числа, то есть существуют ли множе-
ства, содержащие комплексные числа и имеющие более богатый набор
свойств по отношению к ним? Оказывается нет, если будем вкладывать
множество комплексных чисел в большее множество (например, ква-
тернионы), то некоторые свойства (коммутативность умножения) бу-
дут потеряны, и дальше вкладывать без потери свойств невозможно,
что и утверждает теорема Фробениуса. Доказательство этой теоремы
есть, например, в [3], но оно далеко выходит за рамки курса математи-
ки педагогического вуза. В настоящей статье предложено оригинальное
доказательство теоремы Фробениуса, которое опирается только на ма-
териал базового курса алгебры педагогического вуза. Идея доказатель-
ства принадлежит доценту кафедры алгебры ЛГПИ им. Герцена Анне
Яковлевне Айзенштат, которая работала в вузе в 60–80-х гг. прошлого
века. Нами доказательство несколько переработано, уменьшено количе-
ство лемм и приведено в соответствие с современным курсом алгебры
вуза.

Предварительно введем несколько определений.

Определение. Пусть K – поле; Λ – множество, рассматриваемое вме-
сте с введенными на нем операциями сложения, умножения и умноже-
ния на элементы поля K. Λ называется алгеброй над K, если

1) (Λ,+, ·) – кольцо;
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2) Λ – линейное пространство над K;

3) ∀α ∈ K ∀ a, b ∈ Λ α(ab) = (αa)b = a(αb).

Замечание. Размерность алгебры – это размерность ее линейного
пространства. Соответственно, если существует конечный базис алгеб-
ры Λ над полем K, то алгебра называется конечномерной.

Подалгебра – это подпространство и подкольцо. Соответственно,
подмножество Λ′ алгебры Λ является подалгеброй тогда и только тогда,
когда выполнено

∀α ∈ K ∀ a, b ∈ Λ′ a± b ∈ Λ′, ab ∈ Λ′, αa ∈ Λ′.

Определение. Пусть Λ1,Λ2 – алгебры над полем K. Отображение
φ : Λ1 → Λ2 называется изоморфизмом алгебр, если φ – биекция, и
выполнено

∀α ∈ K ∀ a, b ∈ Λ φ(a+b) = φ(a)+φ(b), φ(ab) = φ(a)φ(b), φ(αa) = αφ(a).

То есть φ – изоморфизм колец и линейных пространств. В этом слу-
чае алгебры Λ1,Λ2 называют изоморфными.

Определение. Если Λ – коммутативное кольцо, то алгебра Λ назы-
вается коммутативной. Если Λ – кольцо с единицей, то говорят, что
Λ – алгебра с единицей. Единицу алгебры будем обозначать e (чтобы
не путать с единицей поля 1 ∈ K). Ноль алгебры будем обозначать 0

(чтобы не путать с нулем поля 0 ∈ K).
Если Λ \ {0} – группа относительно умножения, то есть

∀ a ∈ Λ a 6= 0 ∃ a−1 ∈ Λ aa−1 = a−1a = e,

то Λ называется алгеброй с делением.

Примеры алгебр.
1. Пусть K – произвольное поле. Mn(K) – множество квадратных

матриц над полем K образует алгебру относительно сложения, умно-
жения матриц и умножения матриц на элементы поля K. При n > 1 эта
алгебра некоммутативна, с единицей (единичная матрица), не является
алгеброй с делением, dimKMn = n2.
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2. Пусть K – произвольное поле. K[x] – множество многочленов над
полем K относительно сложения, умножения многочленов и умноже-
ния многочленов на элементы поля K образует алгебру. Эта алгебра
коммутативна, с единицей, не является алгеброй с делением и не имеет
конечной размерности над K.

3. Пусть K = R – поле вещественных чисел. Тогда R,C,H – конечно-
мерные алгебры с делением над полем R (здесь H – тело кватернионов).
Причем dimRR = 1, dimRC = 2, dimRH = 4.

Свойство алгебры с делением.
Пусть Λ – алгебра над полем K, e – единица алгебры, и для некото-

рого α ∈ K имеет место αe = 0. Тогда α = 0.
Действительно, пусть α 6= 0, тогда существует α−1 ∈ K. Имеем

e = 1e = (α−1α)e = α−1(αe) = α−10 = 0.

Откуда получаем Λ = {0}, что противоречит определению алгебры с де-
лением.

Теорема Фробениуса. Всякая конечномерная алгебра с делением
над полем вещественных чисел изоморфна либо алгебре вещественных
чисел (R), либо алгебре комплексных чисел (C), либо алгебре кватер-
нионов (H).

Лемма 1. Пусть Λ – конечномерная алгебра с делением над полем
R. Тогда в Λ существует подалгебра R, изоморфная алгебре R.

Доказательство. Пусть e – единица алгебры Λ. Рассмотрим множе-
ство

R = {αe |α ∈ R} ⊂ Λ.

Нетрудно проверить по определению, что R – подалгебра Λ.
Покажем, что R изоморфна R, для чего рассмотрим отображение

φ : R → R, такое, что ∀α ∈ R φ(α) = αe. Нетрудно проверить, что φ
удовлетворяет всем условиям определения изоморфизма.

Лемма 2. Пусть Λ – конечномерная алгебра с делением над полем
R, Λ 6= R. Тогда для любого элемента a ∈ Λ, a /∈ R существует элемент
t ∈ Λ, t /∈ R, такой, что t2 = −e и a линейно выражается через e, t.

Доказательство. Пусть dimRΛ = n. Рассмотрим элементы
e, a, a2, . . . , an ∈ Λ. Так как их количество превосходит количество эле-
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ментов в базисе, то они линейно зависимы, то есть

∃α0, α1, . . . , αn ∈ R α0a
n + α1a

n−1 + . . .+ αne = 0,

причем существует αi 6= 0.

Данное равенство означает, что элемент a ∈ Λ является корнем нену-
левого многочлена f(x) = α0x

n +α1x
n−1 + . . .+αn−1x+αn над полем R.

Разложим f(x) на неприводимые множители над R, где s – наименьший
номер, такой, что αs 6= 0 :

f(x) = αs(x− β1) . . . (x− βk)(x2 + ρ1x+ δ1) . . . (x2 + ρmx+ δm),

где ρ2
i − 4δi < 0.

Так как f(a) = 0, то один из многочленов в разложении f(x) должен
обратиться в 0 при x = a (алгебра с делением не содержит делителей
нуля). Предположим, что при x = a обращается в 0 многочлен первой
степени, то есть a − βie = 0. Это означает, что a = βie ∈ R, что про-
тиворечит условию леммы. Значит, в 0 обращается многочлен второй
степени, то есть

∃ ρ, δ ∈ R a2 + ρa+ δe = 0, ρ2 − 4δ < 0.

Далее

(a+
ρ

2
e)2 =

ρ2

4
e− δe =

ρ2 − 4δ

4
e,

так как a2 + ρa = −δe.
Обозначим ρ2−4δ

4
= −γ2 ∈ R.

Домножим обе части равенства на 1
γ2

: ( 1
γ
a+ ρ

2γ
e)2 = −e.

Обозначим 1
γ
a + ρ

2γ
e = t, т. е. t2 = −e, также a = γt − ρ

2
e, то есть a

линейно выражается через e, t.

Покажем, что t /∈ R. Пусть t = βe, β ∈ R. Тогда 1
γ
a + ρ

2γ
e = βe,

значит, a = (γβ − ρ
2
)e ∈ R, что противоречит условию Леммы.

Лемма доказана.

Следствие. Для всякого элемента a конечномерной алгебры с де-
лением Λ над полем R, такого, что a /∈ R, существует многочлен
x2+ρx+δ, ρ, δ ∈ R, ρ2−4δ < 0, для которого имеет место a2+ρa+δe = 0.
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Лемма 3. Пусть Λ – конечномерная алгебра с делением над полем
R, Λ 6= R. Тогда в Λ существует подалгебра C, изоморфная алгебре
комплексных чисел C.

Доказательство. Пусть e – единица алгебры Λ. Зафиксируем эле-
мент t ∈ Λ t2 = −e (такой элемент существует по Лемме 2). Рассмотрим
множество

C = {αe+ βt |α, β ∈ R} ⊂ Λ.

Нетрудно проверить по определению, что C – подалгебра Λ.
Покажем, что C изоморфна C, для чего рассмотрим отображение

φ : C→ C, такое, что ∀ z ∈ C z = α+ βi φ(z) = αe+ βt. Нетрудно про-
верить, что φ удовлетворяет всем условиям определения изоморфизма.

Лемма 4. Пусть Λ – конечномерная алгебра с делением над полем
R, Λ 6= R,C, то есть dimRΛ > 2. Тогда существуют такие элементы
i, j ∈ Λ, что

1) i, j /∈ R, i2 = −e, j2 = −e, i 6= ±j;

2) e, i, j линейно независимы;

3) ij + ji = µe, µ ∈ R, |µ| < 2.

Доказательство. 1) Так как Λ 6= R, то по Лемме 2

∀ a ∈ Λ a /∈ R ∃ i ∈ Λ i /∈ R i2 = −e.

Пусть никакого другого элемента, отличного от ±i, который в квадрате
дает −e, в алгебре Λ нет. Тогда по Лемме 2 любой элемент из Λ линейно
выражается через e, i, откуда следует, что dimRΛ = 2. Получили проти-
воречие с условием. Значит, найдется элемент j /∈ R, j2 = −e, i 6= ±j.

2) Пусть
αe+ βi+ γj = 0, α, β, γ ∈ R.

Тогда αe+ βi = −γj. Возведем в квадрат, получим:

(α2 − β2 + γ2)e = −2αβi.

Еще раз возведем в квадрат:

((α2 − β2 + γ2)2 + 4α2β2)e = 0.
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По свойству алгебры с делением

(α2 − β2 + γ2)2 + 4α2β2 = 0,

откуда получаем {
αβ = 0

α2 − β2 + γ2 = 0.

Первый случай: {
β = 0

α2 + γ2 = 0,

а значит, имеем α = β = γ = 0.

Второй случай: {
α = 0

−β2 + γ2 = 0,

то есть γ = ±β. Подставим в исходное равенство: βi ± βj = 0. Если
β = γ = 0, получаем требуемое, если же β 6= 0, получаем i = ±j, что
противоречит доказанному п. 1).

3) Элементы i+ j, i− j не принадлежат R (в противном случае e, i, j
были бы линейно зависимы). Тогда по следствию из Леммы 2 найдутся
многочлены

f(x) = x2 + ρ1x+ δ1, g(x) = x2 + ρ2x+ δ2, ρ
2
i − 4δi < 0,

такие, что f(i+ j) = 0, g(i− j) = 0. Это значит{
(i+ j)2 + ρ1(i+ j) + δ1e = 0

(i− j)2 + ρ2(i− j) + δ2e = 0.

Раскроем скобки:{
−2e+ ij + ji+ ρ1i+ ρ1j + δ1e = 0

−2e− ij − ji+ ρ2i− ρ2j + δ2e = 0.

Сложим получившиеся равенства:

(δ1 + δ2 − 4)e+ (ρ1 + ρ2)i+ (ρ1 − ρ2)j = 0,



Доказательство теоремы Фробениуса 77

откуда ввиду линейной независимости e, i, j получаем:
δ1 + δ2 − 4 = 0

ρ1 + ρ2 = 0

ρ1 − ρ2 = 0.

Из последних двух равенств ρ1 = ρ2 = 0. Тогда ij + ji = (2 − δ1)e.

Обозначим µ = 2− δ1 и покажем, что |µ| < 2, значит, нужно показать,
что −2 < 2− δ1 < 2, то есть 0 < δ1 < 4.

Имеем ρ2
1 − 4δ1 < 0, ρ2

2 − 4δ2 < 0, ρ1 = ρ2 = 0, δ1 + δ2 = 4, следова-
тельно, δ1 > 0, δ2 > 0, откуда и получаем требуемое.

Лемма доказана.

Лемма 5 (Малая Теорема Фробениуса). Пусть Λ – конечномерная
алгебра с делением над полем R. Если Λ коммутативна, то Λ изоморфна
либо алгебре вещественных чисел (R), либо алгебре комплексных чисел
(C).

Доказательство. Пусть dimRΛ = 1. Тогда по Лемме 1 существует
подалгебра R ⊂ Λ, такая, что R изоморфна R. Так как dimRR = 1, то
Λ = R.

Пусть dimRΛ = 2. Тогда по Лемме 3 существует подалгебра C ⊂ Λ,
такая, что C изоморфна C. Так как dimRR = 2, то Λ = C.

Пусть dimRΛ > 2. По Лемме 4

∃ i, j ∈ Λ i2 = −e, j2 = −e, ij + ji = µe, |µ| < 2.

Так как Λ коммутативна, то 2ij = µe, возводя в квадрат, получим
4e = µ2e, то есть |µ| = 2, что противоречит условию.

Лемма доказана.

Лемма 6. Пусть Λ – некоммутативная конечномерная алгебра с де-
лением над полем R, то есть dimRΛ > 2. Тогда существуют элементы
i, j ∈ Λ, такие, что

1) i2 = −e, j2
= −e, i 6= ±j,

2) ij + ji = 0,

3) e, i, j, ij линейно независимы.
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Доказательство. По Лемме 4

∃ i, j ∈ Λ i2 = −e, j2 = −e, ij + ji = µe, |µ| < 2.

Пусть i = i, j = αi+ βj. Будем искать α, β ∈ R такие, чтобы выпол-
нялись 1), 2) условия Леммы. Тогда по условию 1) должно выполняться

j
2

= (αi+ βj)2 = (−α2 − β2)e+ αβ(ij + ji) = (−α2 − β2 + αβµ)e = −e,

что равносильно −α2 − β2 + αβµ = −1.

По 2) условию Леммы должно выполняться:

i(αi+ βj) + (αi+ βj)i = 0,

−2αe+ β (ij + ji)︸ ︷︷ ︸
µe

= 0.

Что равносильно βµ−2α = 0. Таким образом, i, j, удовлетворяющие 1)
и 2) условиям Леммы существуют, если в поле R разрешима следующая
система уравнений: {

βµ− 2α = 0

−α2 − β2 + αβµ = −1.

Из первого уравнения α = βµ
2
. Подставляем во второе:

β2 − β2µ2

4
= 1, β2(1− µ2

4
) = 1, β = ± 2√

4− µ2
.

Так как |µ| < 2, то корень определен в R и β ∈ R⇒ α ∈ R.

Проверим 3) условие Леммы. Нетрудно показать, что элементы e, i, j

линейно независимы. Пусть

λ1e+ λ2i+ λ3j + λ4ij = 0, λ1, λ2, λ3, λ4 ∈ R,

и предположим, что существует λk 6= 0. Тогда, по крайней мере, λ4 6= 0,
иначе получим противоречие с линейной независимостью e, i, j. Тогда
можем выразить ij :

ij = ηe+ ξi+ χj. (1)
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Домножим равенство (1) на j справа:

−i = ηj + ξij − χ. (2)

Подставим выражение ij из (1) в (2):

(ξ2 + 1)︸ ︷︷ ︸
6=0

i+ (ξη − χ)e+ (ξχ+ η)j = 0,

что противоречит линейной независимости e, i, j.
Лемма доказана.

Следствие. (ij)2 = −e.
Действительно, (ij)2 = ijij = ij(−ji) = −(−e)(−e) = −e.

Лемма 7.Пусть Λ – некоммутативная конечномерная алгебра с деле-
нием над полем R, то есть dimRΛ > 2. Тогда в Λ существует подалгебра
H, изоморфная алгебре кватернионов H.

Доказательство. По Лемме 6

∃ i, j, ij ∈ Λ i
2

= −e, j2
= −e, (ij)2 = −e.

Рассмотрим множество

H = {αe+ βi+ γj + δij |α, β, γ, δ ∈ R} ⊂ Λ.

Нетрудно проверить по определению, что H – подалгебра Λ. Покажем,
что H изоморфна H, для чего рассмотрим отображение φ : H → H,
такое, что

∀ h ∈ H h = α + βi+ γj + δk φ(h) = αe+ βi+ γj + δij.

Нетрудно проверить, что φ удовлетворяет всем условиям определения
изоморфизма.

Доказательство теоремы Фробениуса.
Пусть dimRΛ = 1. Тогда по Лемме 5 алгебра Λ изоморфна R.
Пусть dimRΛ = 2. Тогда по Лемме 5 алгебра Λ изоморфна C.
Пусть dimRΛ > 2. Тогда по Лемме 7 в Λ существует подалгебра H,

изоморфная алгебре кватернионов H. Покажем, что Λ = H. То есть
осталось показать, что Λ ⊂ H.
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Рассмотрим произвольный элемент a ∈ Λ. По Лемме 2 существует
t ∈ Λ, что t2 = −e и a линейно выражается через e, t. Рассмотрим
несколько случаев:

Первый случай: t = i. Тогда a линейно выражается через e, i, то есть
a ∈ H (аналогично для случаев t = j, t = ij).

Второй случай: t 6= i, t 6= j, t 6= ij. Тогда по Лемме 4 для некоторых
τ, µ, ζ ∈ R имеем:

it+ ti = τe, |τ | < 2; (4)

jt+ tj = µe, |µ| < 2; (5)

ijt+ tij = ζe, |ζ| < 2. (6)

Умножим равенство (4) на i слева, равенство (5) на j слева, равенство
(6) на i слева, на j справа и сложим полученные результаты:

−t+ iti− t+ jtj − jtj − iti = τi+ µj + ζij,

то есть −2t = τi+ µj + ζij, значит, t линейно выражается через i, j, ij.
Следовательно, a линейно выражается через e, i, j, ij. Таким образом,
a ∈ H.

Теорема доказана.

Отметим, что уже в Лемме 5 было доказано, что C и R – един-
ственные коммутативные алгебры с делением над R, то есть без потери
свойств расширить понятие числа мы не можем.

Основная техника доказательства – основы теории линейных про-
странств, неприводимые многочлены над R, изоморфизмы алгебр (то
есть колец и линейных пространств) – материал, известный из базового
курса алгебры.

Значимость же самой теоремы Фробениуса для формирования обще-
профессиональных компетенций будущего учителя математики трудно
переоценить. Безусловно, учитель, конструируя процесс изучения ли-
нии числа в курсе школьной математики, должен понимать строение
числовых систем. Представление же о том, каким образом происходит
расширение числовых систем и владение обоснованием конечности це-
почки таких расширений, придает предметным знаниям учителя свой-
ство целостности. Именно это обеспечивает теорема Фробениуса.
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