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Аннотация. При решении контактных задач необходимо
ставить условия взаимодействия с использованием перемещений
лицевых поверхностей пластины. Как правило, полевые уравне-
ния определяют прогиб срединной поверхности пластины, поэто-
му условия контакта записываются достаточно громоздко. Для
устранения этой трудности предложена теория типа Кармана –
Тимошенко – Нагди относительно произвольной отсчетной по-
верхности. C использованием данной теории в статье выводятся
выражения для определения напряжений на лицевых поверхно-
стях пластины.
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Abstract. When solving contact problems, it is necessary to
set the interaction conditions using the displacements of the front
surfaces of the plate. As a rule, the field equations determine
the deflection of the middle surface of the plate; therefore, the
contact conditions are written rather cumbersomely. To eliminate
this difficulty, the theory of the Karman–Timoshenko–Nagdi type
with respect to an arbitrary reference surface is proposed. Using this
theory, the article derives expressions for determining the stresses on
the front surfaces of the plate.

Keywords: plate theory, reference surface, stresses

For citation: Yermolenko A. V., Turkova O. I. Determination
of stresses on the front surfaces of the plate. Vestnik Syktyvkarskogo
universiteta. Seriya 1: Matematika. Mekhanika. Informatika [Bulletin of
Syktyvkar University, Series 1: Mathematics. Mechanics. Informatics], 2023,
no 2 (47), pp. 4−16. https://doi.org/10.34130/1992-2752_2023_2_4

1. Введение
Классическая теория плоских пластин предполагает, что нормаль

к недеформированной поверхности переходит в нормаль к деформиро-
ванной поверхности, не изменяя своей длины (т. н. геометрическая гипо-
теза) [1]. Как следствие, на основании закона Гука перезывающие силы
равны нулю, что не позволяет уравновесить нормальную нагрузку. Для
устранения данного формального противоречия строятся теории пла-
стин на основе отказа от гипотез Кирхгофа.

В рамках школы механики академика В.В. Новожилова [2] построен
пример такой теории — теория типа Кармана – Тимошенко – Нагди [3],
в которой учитываются поперечные сдвиги в соответствии с подходом
С.П. Тимошенко [4], а поперечное обжатие — путем постулирования
линейного закона изменения тангенциальных перемещений и квадра-
тичного закона для прогиба по толщине пластины [5].

При этом для учета поперечного обжатия по аналогии с монографи-
ей [6] вводятся параметры λξ, κξ, однако, в отличие от подхода данной
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работы, эти параметры, так же как и искомые функции u1, u2, w, рас-
сматриваются как варьируемые.

Используя теорию типа Кармана – Тимошенко – Нагди решен ряд
контактных задач со свободной границей, например [7; 8]. Показано,
что при использовании уточненных теорий контактные реакции не со-
держат сосредоточенные силы, а моменты, связанные с кривизной и с
изменением поперечных сдвигов, находятся в противофазе, т. е. макси-
мальные значения совокупного момента уменьшаются.

При этом оказалось, что при формулировке условий контакта необ-
ходимо использовать величины, отнесенные к одной из лицевых поверх-
ностей, в то время как все неизвестные величины отнесены к срединной
поверхности. Из-за этого все выражения становятся громоздкими, на
каждой итерации приходится пересчитывать контактные величины че-
рез функции срединной поверхности. Поэтому возникает потребность в
получении уравнений равновесия, отнесенных к той или иной отсчетной
поверхности, так как такой выбор искомых функций позволяет предста-
вить разрешающие уравнения теории оболочек в достаточно компакт-
ной форме [9].

На необходимость совмещать отсчетную поверхность с лицевой кон-
тактируемой поверхностью оболочки при решении контактных задач
указывается в работе [10].

В статье [11] утверждается, что «если в формулировке конечного
элемента пластины/оболочки не предусмотрено управление положени-
ем отсчетной поверхности, то некоторые задачи деформирования пла-
стин и оболочек в принципе не решаются с использованием таких эле-
ментов».

Отметим также работы [12–17], в которых при рассмотрении лице-
вых поверхностей оболочек в качестве отсчетных построены варианты
геометрически линейной и нелинейной теорий оболочек.

В работе [18] на основе алгоритма, изложенного в работах [3; 8], вы-
водятся полевые и граничные уравнения теории типа Кармана – Тимо-
шенко – Нагди, приведенные к произвольной базовой (не обязательно
лицевой) поверхности1. Пример использования названной теории при-
веден в работе [19].

Однако при построении теории типа Кармана – Тимошенко – Нагди
относительно произвольной отсчетной поверхности [18] не приведены

1В дальнейшем данная поверхность названа отсчетной.
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напряжения на лицевых поверхностях пластины, что делает представ-
ленную работу недостаточно завершенной.

Целью представленной статьи является вывод напряжений на лице-
вых поверхностях пластины с использованием уточненной теории пла-
стин типа Кармана – Тимошенко – Нагди.

2. Материалы и методы

Данное исследование построено на базе использования теоретиче-
ского исследования. Применение теоретического метода позволило про-
вести анализ существующих источников в области построения теорий
механики пластин и оболочек и получить выражения для напряжений
на лицевых поверхностях пластины.

3. Результаты

Трехмерное тело, занимающее область

V = {(x1, x2, x3) : (x1, x2) ∈ Ω̊, x3 ≡ ξ ∈ [
1

2
(b− h̊),

1

2
(b+ h̊))]},

где b ∈ [−h̊, h̊], называется пластиной, если длина отрезка h̊, называемо-
го толщиной пластины, намного меньше любого характерного размера
односвязной области Ω̊ . Поверхности ξ = 1

2
(b − h̊) и ξ = 1

2
(b + h̊) на-

зывают лицевыми, а поверхность ξ = 1
2
b — срединной. Отметим также,

что параметр b характеризует положение отсчетной поверхности. Если
b = 0, то отсчетная поверхность совпадает с традиционной срединной.
Если b = h, то отсчетная поверхность совпадает с нижней лицевой по-
верхностью.

Тангенциальные перемещения (uξi , i = 1, 2) и прогиб (w) изменяются
по толщине пластины следующим образом [18]:

uξi = ui + ξϑi, ϑi = − ∂w
∂xi

, i = 1, 2; (1)

wξ = w + (λξ − 1)ξ +
1

2
ξ2λξκξ. (2)

Параметры λξ, κξ характеризуют поперечную деформацию [18].
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Для описания деформации пластины используем тензор Грина –
Лагранжа с компонентами

γξij =
1

2
(uξi,j + uξj,i + uξk,iu

ξ
k,j), i, j = 1, 2, 3

(ui,j = ∂ui/∂xj, u3 ≡ w, x3 ≡ ξ) (3)

при следующих допущениях:

i) поперечная деформация описывается компонентами тензора де-
формации Коши (γξi3 ≈ eξi3 = 1

2
(ui,j + uj,i));

ii) в тангенциальных компонентах тензора Грина из квадратичных
слагаемых учитываются лишь связанные с нормальными переме-
щениями w;

iii) слагаемыми, содержащими производные от функций λξ, κξ, можно
пренебречь.

В соответствии с допущениями (1), (2), i)-iii) компоненты тензора
Грина – Лагранжа (3) записываем так:

γξi3 =
1

2

(∂wξ
∂xi

+
∂uξi
∂ξ

)
=

1

2
(w,i + ϑi) =

1

2
ψi;

γξ33 =
∂wξ

∂ξ
= λξ − 1 + ξλξκξ;

γξij = γij + ξ(κij + µij), i, j = 1, 2, (4)

где
γij = eij +

1

2
w,iw,j, eij =

1

2
(ui,j + uj,i),

κij = −w,ij, µij =
1

2
(ψi,j + ψj,i).

В качестве упругого потенциала применительно к жесткогибким
оболочкам хорошо зарекомендовали себя соотношения закона упруго-
сти для стандартного материала второго порядка [1]. Эти формулы в
случае пластины совпадают по форме с соотношениями закона Гука и
имеют вид

σξij = 2µγξij + λIΓδij, (5)
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где λ, µ – упругие константы Ламе; δij – символ Кронекера; IΓ –
первый главный инвариант тензора деформаций Грина – Лагранжа:
IΓ = γξαα

2.

Рассматриваем поперечный изгиб под действием только нормаль-
ной нагрузки. Записывая граничные условия на лицевых поверхностях
пластины в виде

Jσξ33(̊h/2 + b/2) = q+
n , σ

ξ
33(−h̊/2 + b/2) = q−n , (6)

на основании (4), (6) нетрудно получить следующие формулы для па-
раметров, характеризующих поперечное обжатие:

λξ = 1− λ

λ+ 2µ
γαα +

mn

(λ+ 2µ)̊h
,

λξκξ = − λ

λ+ 2µ
(καα + µαα) +

qn

(λ+ 2µ)̊h
, (7)

где
qn = q+

n − q−n , mn =
1

2
(̊h− b)q+

n +
1

2
(̊h+ b)q−n . (8)

С учетом формул (7) на основании (4) получаем

γξ33 = − λ

λ+ 2µ
γξαα +

mn + ξqn
(λ+ 2µ) ooh

.

Далее, принимая во внимание эквивалентную равенствам (8), (5) фор-
мулу

σξ33 =
1

h
(mn + ξqn),

находим

σξ11 −
λ

λ+ 2µ
σξ33 =

E

1− ν2
(γξ11 + νγξ22),

σξ22 −
λ

λ+ 2µ
σξ33 =

E

1− ν2
(γξ22 + νγξ11), σξ12 =

E

1 + ν
γξ12, (9)

2В данной работе по повторяющемуся в одночлене дважды индексу α следует
суммировать от 1-го до 2-х.
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где E, ν — модуль Юнга и коэффициент Пуассона, связанные с кон-
стантами λ и µ соотношениями [1]

λ =
νE

(1 + ν)(1 = 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
.

.

Усилия и моменты вводим следующим образом:

Tij =

∫ h̊/2+b/2

−h̊/2+b/2

(σξij −
λ

λ+ 2µ
σξ33δij)dξ,

Mij =

∫ h̊/2+b/2

−h̊/2+b/2

(σξij −
λ

λ+ 2µ
σξ33δij)ξdξ.

Отсюда с учетом (9), (4) находим

T11 = B(γ11 + νγ22) +
bEh̊

2(1− ν2)
[(κ11 + µ11) + ν(κ22 + µ22)],

T22 = (1 
 2)T11, T12 = (1− ν)Bγ12, B = Eh/(1− ν2);

M11 =
Eh̊(̊h2 + 3b2)

12(1− ν2)
[(κ11 + µ11) + ν(κ22 + µ22)]+

+
bEh̊

2(1− ν2)
(γ11 + νγ22),M

′′

22 = (1 
 2)M
′′

11,

M12 =
bEh̊

2(1 + ν)
γ12 +

Eh̊(̊h2 + 3b2)

12(1 + ν)
(κ12 + µ12). (10)

Получим выражения для напряжения σ
h̊/2+b/2
11 на верхней лице-

вой поверхности пластины. Для этого рассмотрим выражения для
T11,M11 из соотношений (10) как систему для неизвестных (γ11 + νγ22)

и (κ11 +µ11)+ν(κ22 +µ22), из которой получаем следующие выражения:

γ11 + νγ22 =
T11

B
− b

2

M11

D
+

3b2(1− ν2)

Eh̊3
T11, D =

Eh̊3

12(1− ν2)
,

κ11 + µ11 + ν(κ22 + µ22) =
M11

D
− 6b(1− ν2)

Eh̊3
T11.
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Подставляя полученные значения в формулу (9) для σξ11 и учитывая
соотношения (4) при ξ = h̊/2 + b/2, получим следующее выражение:

σ
h/2+b/2
11 =

Tii
h

+
6Mii

h2
+

ν

1− ν
q+
n −

3bT11

h̊2
.

Таким образом получено первое из соотношений (i = 1, 2) для вы-
числения на лицевых поверхностях пластины

σ
±h/2+b/2
ii =

Tii
h
± 6Mii

h̊2
+

ν

1− ν
q±n ∓

3bTii

h̊2
,

σ
±h/2
12 =

T12

h
± 6M12

h2
∓ 3bT12

h̊2
. (11)

4. Обсуждение
С использованием соотношений (11) теория типа Кармана – Тимо-

шенко – Нагди принимает завершенный вид и позволяет расчитывать
все параметры напряженно-деформированного состояния пластин. Так-
же отметим, что если сравнить соотношения (11) с соотношениями ра-
боты [3], то они совпадают при b = 0.
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