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В области D = {x0 < x < x1, y0 < y < y1} рассматривается система{
uxy + a1ux + b1uy + c1vx + d1vy + e1u+ f1v = g1,

vxy + a2ux + b2uy + c2vx + d2vy + e2u+ f2v = g2,
(1)

гладкость коэффициентов которой определяется включениями

a1, a2, c1, c2 ∈ C(1,0), b1, c1, c2, d2 ∈ C(0,1),

e1, e2, f1, f2 ∈ C(0,0).

Задача 1. В области D найти регулярное решение системы (1), удо-
влетворяющее условиям

u(x0, y) = ϕ1(y), u(x, y0) = ψ1(x),

v(x0, y) = ϕ2(y), v(x, y0) = ψ2(x).
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При этом предполагается, что ϕ1, ϕ2 ∈ C1(X), ψ1, ψ2 ∈ C1(Y ) и вы-
полняются условия согласования

ϕ1(y0) = ψ1(x0), ϕ2(y0) = ψ2(x0).

Как известно [1], решение задачи 1 существует и единственно. В ра-
ботах [2], [3] изложены варианты разрешимости этой задачи в квадра-
турах. Целью данной работы является получение новых случаев разре-
шимости в квадратурах задачи 1.

Рассмотрим сначала вспомогательную задачу.
Задача 2 (вспомогательная). В области D найти регулярное реше-

ние уравнения
uxy + aux + buy + cu = f, (2)

удовлетворяющее непрерывно дифференцируемым граничным значени-
ям

u(x0, y) = ϕ(y), u(x, y0) = ψ(x), ϕ(y0) = ψ(x0),

x ∈ [x0, x1], y ∈ [x0, x1].
(3)

Известно [4, с. 172; 5, с. 14], что решение задачи 2 записывается через
соответствующие функции Римана, для которых известны [5, с. 15–16;
6–8] случаи их построения в явном виде. Для дальнейшего использова-
ния запишем все эти случаи в объединенном виде и сформулируем тео-
рему. В обозначенных выше источниках условия, при которых функции
Римана определяются в явном виде, представлены в терминах следую-
щих соотношений:

1) h ≡ 0;

2) k ≡ 0;

3) 2h− (lnh)xy − k ≡ 0;

4) 2k − (ln k)xy − h ≡ 0;

5) ax ≡ by, h ≡ ξ0(x)η0(y) 6= 0;

6) by − ax ≡ h ≡ ξ1(x)η1(y) 6= 0;

7) ax − by ≡ k ≡ ξ2(x)η2(y) 6= 0;

8) h ≡ 2µ0(x)τ0(y) 6= 0, k ≡ 3µ0(x)τ0(y) 6= 0;

9) h ≡ 3µ1(x)τ1(y) 6= 0, k ≡ 2µ1(x)τ1(y) 6= 0;
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10) (lnh)xy ≡ h− k, h ≡ 2by ≡ ω1;

11) (ln k)xy ≡ k − h, k ≡ 2ax ≡ ω2;

12) m0ax − by ≡ m0by − ax ≡ (m0 − 1)(ab− c);

13) h ≡ ω0;

14) k ≡ ω0, (4)

где
h = ax + ab− c, k = by + ab− c,

ωr =
2s

′
r(x)t

′
r(y)

(2−mr)[sr(x) + tr(y)]2
, [sr(x) + tr(y)]s

′

r(x)t
′

r(y) 6= 0. (5)

Здесь ξk, ηk, µ0, µ1, τ0, τ1 ∈ C1, sk, tk, mk ∈ C2, mk зависит толь-
ко от одной из переменных (x, y) и mk 6= 2 (k = 0, 1, 2). В остальном
обозначенные выше функции произвольны, а именно в соответствую-
щем классе должны найтись функции, при которых выполняются усло-
вия (4). Кoэффициенты a, b, c имeют гладкoсть, которая обеспечива-
ет возможность выполнения формул (4). Клaссы гладкoсти задaются
на зaмкнутых множеcтвах oпределения соoтветствующих фyнкций.

Справедлива теорема

Теорема 1. Пусть h, k, ωr определяются формулами (5). Тогда
построение решения задачи (2) – (3) в квадратурах обеспечивает-
ся любым из тождеств 1) – 4), а также существованием функций
ξr, ηr, µr, τr, mr, sr, tr, для которых имеет место любая из групп
соотношений 5) – 11) или когда вместе с 12) любая из определяемых в
(5) комбинаций h, k имеет вид, указанный в 13) – 14). При этом зави-
сящая лишь от одной из переменных (x, y) функция ω0 удовлетворяет
условию ω0 6= 0, а ω1, ω2 – (ωk + 1)(ωk − 2) 6= 0.

Перейдем теперь к решению задачи 1. Попробуем отыскать такие
функции α1, β1, γ1, чтобы первое уравнение (1) можно было записать
в виде (

∂

∂y
+ α1

)
(ux + β1u+ γ1v) = g1. (6)

Нетрудно убедиться, что первое уравнение (1) совпадает с (6), если име-
ют место тождества

c1 ≡ 0, b1y + a1b1 − e1 ≡ 0,
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d1y + a1d1 − f1 ≡ 0, (7)

где
α1 = a1, β1 = b1, γ1 = d1. (8)

Рассуждая аналогичным образом, получаем, что при выполнении тож-
деств

b2 ≡ 0, a2x + a2d2 − e2 ≡ 0,

c2x + c2d2 − f2 ≡ 0 (9)

второе уравнение (1) можно записать в виде(
∂

∂x
+ α2

)
(vy + β2u+ γ2v) = g2,

где
α2 = d2, β2 = a2, γ2 = c2. (10)

Итак, задача 1 разбивается на три задачи

w1y + α1w1 = g1, w1(x, y0) = ψ1x + β1ψ1 + γ1ψ2, (11)

w2x + α2w2 = g2, w2(x0, y) = ϕ2y + β2ϕ1 + γ2ϕ2, (12){
ux + β1u+ γ1v = w1,

vy + β2u+ γ2v = w2,
(13)

u(x0, y) = ϕ1(y), v(x, y0) = ψ2(x). (14)

Задачи (11), (12), (13) – (14) необходимо решать последовательно, начи-
ная с первой из них. Функции w1, w2 находятся с помощью интегриро-
вания уравнений из (11), (12), при этом в случае задачи (11) в качестве
параметра выступает x, а в случае (12) – y.

Известно [9], что задача (13) – (14) является однозначно разреши-
мой. Для нахождения условий разрeшимости этoй задaчи в квaдратурах
вoспользуемся вoзможностью рeдукции cистемы (13) к двум урaвнени-
ям видa

Θxy + aΘx + bΘy + cΘ = f. (15)

А именно при выполнении условия

γ1 6= 0 (16)
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получаем уравнение вида (15) для Θ = u, коэффициенты которого опре-
деляются формулами

a = γ2 − (ln γ1)y, b = β1, c = β1y − β1(ln γ1)y − γ1β2 + γ2β1. (17)

При
β2 6= 0 (18)

получаем уравнение вида (15) для Θ = v с коэффициентами

a = γ2, b = β1 − (ln β2)x, c = γ2x − γ2(ln β2)x − β2γ1 + β1γ2. (19)

Решив первое уравнение, полученное при выполнении условия (16),
можно найти функцию v(x, y) из первого уравнения системы (13). И, на-
оборот, при выполнении неравенства (18), зная v(x, y), функцию u(x, y)

можно найти из второго уравнения системы (13). Но для нахождения
функций Θ = u и Θ = v из (15) условий (14) недостаточно: нужно
добавить еще (см. задачу 1)

u(x, y0) = ψ1(x), v(x0, y) = ϕ2(y) (20)

и условия согласования

ϕ1(y0) = ψ1(x0), ϕ2(y0) = ψ2(x0).

Очевидно, что первые (вторые) соотношения в (14) и (20) являются
граничными услoвиями первoй (втoрой) задачи Гурса для уравнения
видa (15). Таким образом, задачу 1 мы редуцировали к двум задачам
Гурса для уравнения (15), которые аналогичны рассмотренной выше
вспомогательной задаче 2.

В терминах коэффициентов системы (1) сотношения (16) – (19) за-
пишутся в виде

d1 6= 0, (21)

a = c2 − (ln d1)y, b = b1, c = b1y − b1(ln d1)y − d1a2 + c2b1, (22)

a2 6= 0, (23)

a = c2, b = b1 − (ln a2)x, c = c2x − c2(ln a2)x − a2d1 + b1c2. (24)
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Тогда справедливо утверждение

Теорема 2. Для разрешимости задачи 1 в квадратурах достаточ-
но, чтобы выполнялись тождества (7), (9) и один из двух наборов
a, b, c, определяемых формулами (21) – (22), (23) – (24), удовлетво-
рял условиям теоремы 1.

Применим теперь к системе (1) другую факторизацию. А именно
уравнения из (1) можно записать в виде(

∂

∂x
+ α1

)
(uy + β1u+ γ1v) = g1,

(
∂

∂y
+ α2

)
(vx + β2u+ γ2v) = g2,

(25)
если имеют место тождества

d1 ≡ 0, a1x + b1a1 − e1 ≡ 0, c1x + b1c1 − f1 ≡ 0,

a2 ≡ 0, b2y + c2b2 − e2 ≡ 0, d2y + c2d2 − f2 ≡ 0,
(26)

позволяющие найти

α1 = b1, β1 = a1, γ1 = c1, α2 = c2, β2 = b2, γ2 = d2.

Тогда задача 1 сводится к трем задачам

w1x + α1w1 = g1, w1(x0, y) = ϕ1y + β1ϕ1 + γ1ϕ2, (27)

w2y + α2w2 = g2, w2(x, y0) = ψ2x + β2ψ1 + γ2ψ2, (28){
uy + β1u+ γ1v = w1,

vx + β2u+ γ2v = w2,
(29)

u(x, y0) = ψ1(x), v(x0, y) = ϕ2(y). (30)

Функции w1, w2 из (27), (28) определяются непосредственным ин-
тегрированием, при этом в случае задачи (27) в качестве параметра
выступает y, а в случае (28) – x. Задача (29) – (30) аналогична задаче
(13) – (14), однако здесь u и v меняются ролями. Учитывая это, фор-
мулы (21) – (24) примут соответственно вид

b2 6= 0, (31)
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a = a1 − (ln b2)y, b = d2, c = d2y − d2(ln b2)y − b2c1 + a1d2, (32)

c1 6= 0. (33)

a = a1, b = d2 − (ln c1)x, c = a1x − a1(ln c1)x − c1b2 + d2a1. (34)

Аналогом теоремы 2 является

Теорема 3. Для разрешимости задачи 1 в квадратурах достаточ-
но, чтобы выполнялись тождества (26) и один из двух наборов a, b, c,
определяемых формулами (31) – (32), (33) – (34), удовлетворял усло-
виям теоремы 1.
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