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1. Введение
Благодаря бурному росту вычислительных возможностей современ-

ных компьютеров стали особенно популярны численные методы ре-
шения задач механики пластин и оболочек. Одним из таких методов
является предложенный в рамках научной школы механики оболочек
В. В. Новожилова [1] метод обобщенной реакции [2].

Вместе с тем остается потребность в точных аналитических решени-
ях, которые являются эталонными для численных решений. В статье [3]
аналитически решена контактная задача для пластины над жестким ос-
нованием. Показано, что при использовании классической теории плос-
ких пластин контактные реакции содержат сосредоточенные силы, а
при использовании теории, учитывающей трансверсальные деформар-
мации, сосредоточенные силы отсутствуют.

Цель данной статьи — получить аналитическое решение задачи о
контактном взаимодействии цилиндрической панели с прямоугольным
брусом, проверить результат методом обобщенной реакции.
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2. Материалы и методы

Данное исследование построено на базе использования теоретиче-
ского и численного методов исследования. Применение теоретического
метода позволило аналитически построить систему разрешающих урав-
нений, после численного решения которой определяются прогиб и кон-
тактные реакции. С использованием метода обобщенной реакции стро-
ится численное решение для подтверждения правильности аналитиче-
ского решения.

3. Результаты

3.1. Постановка задачи

Пусть прямоугольная пластина шириной 2l расположена параллель-
но абсолютно жесткому основанию в виде прямоугольного бруса ши-
риной 2(l − m) с зазором ∆ и находится под действием равномерной
нормальной нагрузки q0 = const (см. рис. 1).

Предполагаем, что краями x = 0 и x = 2l пластина шарнирно опер-
та, а два других ее края бесконечно удалены или загружены так, что
реализуется цилиндрический изгиб, то есть после деформации пласти-
на принимает форму цилиндрической панели, а задача становится од-
номерной.

Считаем, что под действием нагрузки пластина выстилается по ос-
нованию, образуя область контакта (x0, 2l − x0). При этом допускаем,
что при x = m и x = 2l −m возможна сосредоточенная реакция.

Рис. 1. Взаимодействие пластины и основания
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Учитывая сделанные предположения и симметричность относитель-
но x = l, краевая задача принимает вид

wIV = qn, x ∈ (0, l),

w(0) = 0, w′′(0) = 0, w′(l) = 0, w′′′(l) = 0, (1)

где qn = q0 − r(x), r(x) — возникающие контактные реакции.

При этом условие контакта запишем в виде

w(m) = ∆,

w(x) = ∆, x ∈ (x0, l). (2)

3.2. Аналитическое решение

Функция Грина для краевой задачи (1) имеет вид

G(x, ξ) =
1

6
(x− ξ)3H(x− ξ) + (lξ − 1

2
ξ2)x− 1

6
x3, (3)

где H(x) — функция Хевисайда.

Подставляя выражение (2) в полевое уравнение (1) при x ∈ (x0, l),
последовательно находим

qn = 0⇒ r(x) = q0.

На основе последнего выражения общая контактная реакция принимает
вид

r(x) = Qδ(x−m) +Rδ(x− x0) + q0H(x− x0), x ∈ (0, l),

где δ(x) — функция Дирака, Q и R — сосредоточенные реакции при
x = m и x = x0, а общая нагрузка принимает вид

qn(x) = q0H(x0 − x)−Qδ(x−m)−Rδ(x− x0), x ∈ (0, l). (4)

Решение краевой задачи (1) при правой части в виде (4) с использо-
ванием функции Грина (3) можно записать так:

w(x) =
1

D

∫ l

0

G(x, ξ)qn(ξ)dξ. (5)
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Далее вычисляем прогиб (5) при x ∈ (x0, l), подставляем в условия
контакта (2), приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях
x, в итоге получаем следующую систему:

q0x
2
0 − 2Rx0 − 2Qm = 0,

−q0x40 + 4Rx30 + 4Qm3 = 24D∆,

q0(12lx20m− 4x30m− 4x0m
3 +m4)−

−R(24lx0m− 12x20m− 4m3)−Q(24lm2 − 12m3 − 4m3) = 24D∆. (6)

Замечание. В случаеm = x0 получаем контактную задачу для пласти-
ны над основанием [3]. Полагая в системе (6) m = x0, Q = R, получим
следующую систему1:

q0x
2
0 − 4Rx0 = 0,

−q0x40 + 8Rx30 = 24D∆,

которая с учетом соотношения (4) согласуется с результатом рабо-
ты [3].

3.3. Метод обобщенной реакции
Прогиб w и контактные реакции r(x) должны удовлетворять следу-

ющему соотношению [2]:

r = [r + β(w −∆(x))]+, β > 0. (7)

Здесь φ+ = 1/2(φ+ |φ|).
Используя выражение (2), решение контактной задачи находим по

следующей итерационной схеме:

rk+1(x) = [rk + β(wk −∆(x))]+, β > 0, (8)

где

wk(x) =
1

D

∫ l

0

G(x, ξ)(q0 − rk(ξ))dξ.

В качестве начальных условий полагаем

r0(x) = 0, w0(x) =
q0
D

∫ l

0

G(x, ξ)dξ.

13-е уравнение выполняется автоматически.
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Рис. 2. Прогиб (w, см) и контактные реакции (r, кГ/см2)

Для проведения численного эксперимента были написаны програм-
мы на языке Python [4]. На рис. 2 приведен расчет цилиндрической
панели при следующих физических и геометрических параметрах:

l = 100 см, m = 45 см, ∆ = 1 см,
q0 = 4 кГ/см2, E = 2 · 106 кГ/см2, ν = 0, 3.

4. Обсуждение
По результатам проведенного численного эксперимента можно сде-

лать следующие выводы. Во-первых, полученные аналитически резуль-
таты согласуются с результатами, полученными методом обобщенной
реакции. Во-вторых, гипотеза об отходе пластины от основания на
участке [m,x0] подтверждается.
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