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1. Введение
Решение бигармонического уравнения остается актуальной задачей,

так как является базовой частью более сложных задач механики жидко-
сти и газа, например, расчет течения вязкой жидкости [1] или определе-
ние напряженно–деформированного состояния пластин и оболочек [2].

Нелинейное бигармоническое уравнение является типичным эллип-
тическим уравнением четвертого порядка и в декартовых координатах
имеет вид1

∆2w = f, (1)
1Для простоты изложения рассматриваем решения на единичном квадрате.
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Рис. 1. 13-точечный трафарет

где ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, w = w(x, y), f = f(x, y), x, y ∈ (0, 1).

Наиболее простой в построении сетки численный метод решения би-
гармонического уравнения для прямоугольной пластины – это метод
конечных разностей. При этом возможны два подхода, первый заклю-
чается в введении новой функции u(x, y) [3–5], такой, что

∆w = u,

∆u = f.

Недостатком данного подхода является то, что граничные условия на
функцию w избыточны, а для функции u их необходимо определять из
некоторых дополнительных условий. Второй подход связан с аппрок-
симацией бигармонического оператора по 13-точечному трафарету, см.
рис. 1, с последующим переходом от двумерной задачи к одномерной,
см., например, [2], и решением системы линейных алгебраических урав-
нений (СЛАУ).

СЛАУ можно решать как с использованием прямых (точных), так и
с помощью итерационных методов приближенно с заданной точностью.
Несмотря на точное решение, существенным недостатком прямых под-
ходов является большая размерность и разряженность матриц. Поэто-
му востребованы итерационные методы, которые, как правило, требуют
меньшее количество арифметических операций.

При этом итерационными могут быть не только методы решения
СЛАУ, но и самого бигармонического уравнения, см., например, [6–8].
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Альтернативой конечным разностям являются конечные элементы
[7; 9]. Метод конечных элементов позволяет строить более гибкую сетку,
однако создание сетки конечных элементов с большим числом узлов и
элементами различных размеров, форм и ориентаций также является
нетривиальной задачей.

Одним из направлений развития итерационных методов решения си-
стем алгебраических уравнений, возникающих из конечно-элементной и
конечно-разностной дискретизации эллиптических краевых задач, яв-
ляются многосеточные методы [10; 11].

Существуют и другие подходы к бигармоническому уравнению.
К ним, например, относятся использование граничных интегральных
уравнений с аппроксимацией быстрыми преобразованиями Фурье [12],
быстрый метод мультиполей [13], метод сплайн-коллокации [14].

Целью представленной статьи является описание решения нелиней-
ного бигармонического уравнения тремя алгоритмами.

Для проверки решения подобраны несколько модельных задач.

2. Материалы и методы

Данное исследование построено на базе использования теоретиче-
ского и численного методов исследования. Применение теоретического
метода позволило провести анализ способов решения бигармонического
уравнения, выбрать наиболее эффективные способы решения уравне-
ния. На основе выбранных методов проводится численный эксперимент
по определению наиболее эффективного способа решения бигармониче-
ского уравнения.

3. Результаты

3.1. Метод Галеркина

Применен метода Галеркина [7] к решению следующей краевой за-
дачи2:

∆2w = f, (2)

2В терминах механики пластин данная краевая задача соответствует задаче опре-
деления прогиба жестко закрепленной прямоугольной пластины единичной шири-
ны и длины под действием нормальной нагрузки с использованием уравнения Софи
Жермен – Лагранжа [15].
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w(0, y) = 0, w(1, y) = 0,
∂w

∂x
(0, y) = 0,

∂w

∂x
(1, y) = 0, y ∈ [0, 1],

w(x, 0) = 0, w(x, 1) = 0,
∂w

∂y
(x, 0) = 0,

∂w

∂y
(x, 1) = 0, x ∈ [0, 1]. (3)

Рассмотрим функции

Φkl(x, y) = xk(x− 1)2yl(y − 1)2, k, l = 2, 3, ...,

удовлетворяющие граничным условиям (3).

Решение краевой задачи {(2), (3)} ищем в виде

w(x, y) =

p+1∑
k=2

p+1∑
l=2

cklΦkl(x, y), p > 1,

перепишем последнюю двойную сумму в следующем виде:

w(x, y) =
n∑

j=1

Cjϕj(x, y), (4)

где cj – неизвестные коэффициенты, n = p2, ϕ1 = Φ22, ϕ2 = Φ23, ...

На основании (2), (4) определим невязку R так:

R =
n∑

j=1

Cj∆
2(ϕj)− f,

используя которую, коэффициенты Cj найдем из системы уравнений

(R,ϕi) = 0, i = 1, .., n,

где

(R,ϕi) =

∫ 1

0

∫ 1

0

R(x, y)ϕidxdy.

3.2. Итерационные методы

3.2.1. Сеточный метод с использованием фиктивной пере-
менной
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В качестве первого итерационного метода решения бигармоническо-
го уравнения рассмотрим подход, предложенный в статье [8]. Для этого
наряду с краевой задачей {(2),(3)} рассмотрим следующую задачу при
t −→∞:

∂Z

∂t
+ ∆2Z = f, (5)

Z(x, y, 0) = 0,

Z(0, y, t) = 0, Z(1, y, t) = 0,
∂Z

∂x
(0, y, t) = 0,

∂Z

∂x
(1, y, t) = 0, y ∈ [0, 1],

Z(x, 0, t) = 0, Z(x, 1, t) = 0,
∂Z

∂y
(x, 0, t) = 0,

∂Z

∂y
(x, 1, t) = 0, x ∈ [0, 1]. (6)

Для построения конечно–разностной аппроксимации, задав количе-
ство разбиений n по осям Ox,Oy, введем сетку

xi = ih, yj = jh, h = 1/n, i, j = 1, .., n, tk = kτ,

где τ – шаг по переменной t.

Условие Z(0, y, t) = 0 дает, что Zk
0j = 0 при всех j и k. Далее, запи-

сывая условие
∂Z

∂x
(0, y, t) = 0 в виде

Zk
1j − Zk

0j

h
= 0,

получаем Zk
1j = 0. Таким образом получены первые два соотношения

из следующих:

Zk
0j = 0, Zk

1j = 0, Zk
n−1j = 0, Zk

nj = 0,

Zk
i0 = 0, Zk

i1 = 0, Zk
in−1 = 0, Zk

in = 0.

На рис. 2 закрашенными точками отмечены узлы, в которых Zk
ij = 0.

Это означает, что в дальнейшем при выполнении итерационной схемы
эти точки не рассматриваем, а индексы i, j изменяются от 2 до n− 2.
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Рис. 2. Сетка

Бигармонический оператор с учетом рис. 1 запишем в виде

(∆2Z)kij =
1

h4
(
Zk

i+2j + Zk
i−2j + Zk

ij+2 + Zk
ij−2−

−8Zk
i+1j − 8Zk

i−1j − 8Zk
ij+1 − 8Zk

ij−1+

+2Zk
i+1j+1 + 2Zk

i+1j−1 + 2Zk
i−1j+1 + 2Zk

i−1j−1 + 20Zk
ij

)
, (7)

а частную производную по t – так:

(∂Z
∂t

)
k
ij =

Zk+1
ij − Zk

ij

τ
. (8)

Рассматривая вместо функции f(x, y) дискретные значения
fij = f(xi, yj), подставляя (7), (8) в уравнение (5) и выражая Zk+1

ij ,
получим следующую итерационную схему:

Zk+1
ij = Zk

ij + τ(fij − (∆2Z)kij). (9)

В качестве начальных значений берем Z0
ij = 0.

Вопросы сходимости схемы (9) описаны в работе [8].
Решение задачи (1) на основе схемы (9) имеет вид

wij = lim
k→+∞

Zk
ij,

где wij = w(xi, yj) – значения неизвестной функции на сетке.
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3.2.2. Сеточный метод типа Либмана

В работе [6] для решения уравнения Лапласа используется метод Ли-
бмана. Применим данный метод для решения бигармонического урав-
нения. Для этого, выражая из конечно–разностной аппроксимации би-
гармонического уравнения (см. (1), (7)) слагаемое wij, будем иметь

wij =
h4fij
20
− 1

20

(
wi+2j + wi−2j + wij+2 + wij−2−

−8wi+1j − 8wi−1j − 8wij+1 − 8wij−1+

+2wi+1j+1 + 2wi+1j−1 + 2wi−1j+1 + 2wi−1j−1
)
, (10)

таким образом получили, что для определения значения в узле (i, j)

необходимо знать значения в 12 соседних узлах (см. рис. 1).

С учетом сказанного определяем итерационную схему так. На
двух крайних рядах узлов, помеченных закрашенными кружочками на
рис. 2, полагаем wij = 0. Во внутренних точках в качестве начального
приближения также полагаем w0

ij = 0. Далее на основании (10) опреде-
ляем следующую итерационную схему:

wk+1
ij =

h4fij
20
− 1

20

(
wk

i+2j + wk
i−2j + wk

ij+2 + wk
ij−2−

−8wk
i+1j − 8wk

i−1j − 8wk
ij+1 − 8wk

ij−1+

+2wk
i+1j+1 + 2wk

i+1j−1 + 2wk
i−1j+1 + 2wk

i−1j−1
)
. (11)

3.3. Численный эксперимент

Для проведения численного эксперимента были написаны програм-
мы на языке Python [15]. В качестве модельных точных решений были
взяты функции

w1(x, y) = x2(x− 1)2y2(y − 1)2, (12)

w2(x, y) =

(x− 0, 5)2(x− 1)2(y − 0, 5)2(y − 1)2, x, y ∈ (0, 5; 1),

0, x, y 6∈ (0, 5; 1).
(13)
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Данные функции удовлетворяют краевой задаче {(2),(3)} при сле-
дующих правых частях:

f1(x, y) = 24x2(x−1)2+24y2(y−1)2+2(12x2−12x+2)(12y2−12y+2), (14)

f2(x, y) =


6(2y − 1)2(y − 1)2+

+(24x2 − 18x+ 13)(24y2−

−18y + 13)/4 + 6(2x− 1)2(x− 1)2, x, y ∈ (0, 5; 1),

0, x, y 6∈ (0, 5; 1).

(15)

Можно легко убедиться, что при подстановке пар (12), (14) и (13), (15)
в уравнение (2) получается тождество.

При этом в каждом эксперименте рассчитывалась погрешность вы-
числений по формуле

δ =
||w − wtrue||
||wtrue||

∗ 100%,

где

||u||2 =

∫ 1

0

∫ 1

0

u(x, y)dxdy,

w – решение задачи (2)–(3), вычисленное одним из методов, wtrue – точ-
ное решение.

Результат метода Галеркина существенно зависит от выбора базо-
вых функций, при выбранной правой части в виде (14) погрешность
равна 5 % при p = 2 и числе узлов разбиения 80 при вычислении инте-
гралов. При этом погрешность решения для правой части в виде (15)
при выбранных функциях Φkl является значительной.

На рис. 3, 4 показано решение задачи (1) по схеме (9). При этом
результаты экспериментов, соответствующих работе [8], совпадают по
форме и максимальным значением.

Что касается схемы (11), то для предложенных примеров удалось
достичь погрешность только в 31 %.
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Рис. 3. Схема (9), количество итераций 15000, τ = 6 · 10−8, погрешность 11 %

4. Обсуждение
Представленная работа поможет молодым ученым, использующим

математическое моделирование, обоснованно выбирать методы числен-
ного решения.
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