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Аннотация
При математическом моделировании различных конструкций

в строительстве возникает необходимость в решении контактных
задач со свободной границей. Эффективным способом решения
таких задач является метод обобщенной реакции, предложенный
в Сыктывкарском университете. В представленной статье с при-
менением метода обобщенной реакции решена контактная задача
для пластины над наклонным основанием.
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Annotation
An effective way to solve problems on the interaction of plates and

bases is the generalized reaction method. The presented article shows
the application of the generalized reaction method to a cantilevered
and rigidly fixed plate. The solution using the generalized reaction
method is a system of iterated functions, the finding of which in a
certain number of iterations will be reduced to solving the problem,
which makes it possible to accurately and quickly determine the
answer.
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Введение

В рамках научной школы Новожилова – Черныха – Михайловского
[1; 2] в Сыктывкарском университете решен ряд контактных задач со
свободной границей, см., например, [3]. Особенностью такого рода задач
является существенная нелинейность, т. е. при попытке линеаризовать
задачу она теряет смысл.

В данной работе рассмотрена одна из такого рода задач – о пластине
над наклонным основанием. Постановка задачи следующая. Цилиндри-
чески изгибаемая пластина [3] ширины l и толщины h расположена
над абсолютно жестким, идеально гладким основанием, лежащим под

наклоном на расстоянии ∆(x) =
l

200
(1 +

x

l
). На пластину действует

постоянная нормальная нагрузка q0 = const. Под действием нагрузки
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пластина изгибается и прилегает к основанию, образуя область контак-
та [x0;x1]. Требуется определить прогибы пластин w, зону контакта и
возникающие контактные реакции r(x).

Рассматриваются два случая задачи:

• для шарнирно закрепленной пластины;

• для жестко закрепленной пластины.

Материалы и методы

Для решения задач используем уравнение Софи Жермен–Лагранжа
[3] в виде

DwIV1 = q0 − r(x). (1)

Здесь D =
Eh3

12(1− ν2)
, E, ν — модуль Юнга и коэффициент Пуассона.

При этом для шарнирной пластины граничные условия записываем
в виде

w(0) = 0, w′′(0) = 0,

w(l) = 0, w′′(l) = 0, (2)

а для жестко закрепленной пластины – так:

w(0) = 0, w′(0) = 0,

w(l) = 0, w′(l) = 0. (3)

При этом прогиб w и контактные реакции r(x) должны удовлетво-
рять следующему соотношению [4]:

r = [r + β(w −∆(x))]+, β > 0. (4)

Здесь φ+ = 1/2(φ+ |φ|).
Используя выражение (4), решение контактной задачи находим по

следующей итерационной схеме:

rk+1(x) = [rk + β(wk −∆(x))]+, β > 0, (5)

где

wk(x) =
1

D

∫ l

0

G(x, ξ)(q0 − rk(ξ))dξ,
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при этом функция Грина для краевой задачи {(1), (2)} имеет следую-
щий вид [5]:

G1(x, ξ) =
1

6
(x− ξ)3H(x− ξ) +

ξ − l
6l

x3 + (ξ3 − 3lξ2 + 2l2ξ)
x

6l
,

а для краевой задачи {(1), (3)} –

G2(x, ξ) =
1

6
(x− ξ)3H(x− ξ) + (l2ξ − 2lξ2 + ξ3)

x2

2l2
+ (3ξ2l − 2ξ3 − l3) x

3

6l3
.

В качестве начальных условий полагаем

r0(x) = 0, w0(x) =
q0
D

∫ l

0

G(x, ξ)dξ.

Результаты
Для реализации итерационной схемы (5) была написана программа

на языке Python [6], с использованием которой проведен численный
эксперимент.

На рис. 1 показан прогиб, на рис. 2 – контактная реакция основа-
ния шарнирно закрепленной пластины со следующими физическими и
геометрическими параметрами:

l = 50 см, h = 1 см, E = 2, 1 · 106 кГ/см2, ν = 0, 3, q0 = 5 кГ/см2.

Рис. 1. Прогиб (сплошная линия) шарнирно закрепленной пластины
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Рис. 2. Контактная реакция основания для шарнирно закрепленной
пластины и основания

На рис. 3 и 4 приведен пример расчета при аналогичных пара-
метрах для жестко закрепленной пластины.

Рис. 3. Прогиб (сплошная линия) жестко закрепленной пластины
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Рис. 4. Контактная реакция основания для жестко закрепленной
пластины и основания

Обсуждение

Полученные результаты согласуются с результатами работы [3] и
подтверждают предположение, что контактные реакции на границе зо-
ны контакта имеют пиковое значение. При этом зона контакта для шар-
нирно закрепленной пластины намного больше зоны контакта для жест-
ко закрепленной пластины при аналогичных параметрах.
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