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Аннотация.
Построена математическая модель неизотермического напор-

ного течения несжимаемой вязкой жидкости между двумя парал-
лельными плоскостями. Базовые соотношения модели — уравне-
ние движения Навье – Стокса, уравнение теплопроводности, со-
ответствующие начальные и граничные условия. В процессе те-
чения учитывается фазовый переход «жидкость – твердое тело».
На границе раздела твердой и жидкой фаз задано условие сопря-
жения температур. Проведено обезразмеривание построенной ма-
тематической модели течения. Выполнен численный анализ обез-
размеренной модели при варьировании параметров задачи. Пред-
ставлены и проанализированы графические результаты числен-
ных экспериментов.
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Annotation.
Amathematical model is constructed for a nonisothermal pressure

flow of an incompressible viscous fluid between two parallel planes.
The basic relations of the model are the Navier-Stokes equation of
motion, the heat conduction equation, the corresponding initial and
boundary conditions. In the flow process the possible phase transition
l̈iquid - solid̈is taken into account.The condition for matching the
temperatures of the solid and liquid phases is specified at the
interface.The corresponding dimensionless flow model is constructed.
A numerical analysis of the flow is carried out with varying the
dimensionless parameters of the problem.The graphical results of
numerical experiments are presented and analyzed. Graphical results
of numerical experiments are presented and analyzed.
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Введение
Работа продолжает исследования авторов по вопросам течений вяз-

ких жидкостей. Так, в работе [1] изложены и обсуждены результа-
ты численного анализа неизотермического течения жидкости в круг-
лой трубе; математическое моделирование течений структурированных
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жидкостей показано в работах [2–4]; в работе [5] построена математиче-
ская модель течения сжимаемого вязкого материала в цилиндрическом
канале.

Постановка задачи

В работе рассматривается неизотермическое напорное течение
несжимаемой вязкой жидкости между двумя параллельными плоско-
стями, расстояние между которыми h, в условиях фазового перехода
«жидкость – твердое тело». Математическая модель строится при сле-
дующих предположениях. Вектор скорости течения жидкости имеет од-
ну ненулевую компоненту Vx, зависящую от пространственной коорди-
наты y и времени t:

~V = (V (y, t), 0, 0). (1)

Условие неразрывности

div~V = 0 (2)

в рассматриваемом случае выполняется. Пусть течение происходит под
действием постоянного градиента давления, направленного вдоль оси
течения x, так что

p = p(x),
∂p

∂x
= −b = const. (3)

Зависимость вязкости µ от температуры T = T (y, t) зададим, следуя [6],
формулой Аррениуса:

µ(T ) = µ0exp

(
E

RT

)
, (4)

где µ0 — начальная вязкость, E — энергия активации вязкого течения,
R — универсальная газовая постоянная. Предполагаем, что начальная
температура жидкости T 0, на верхней границе полосы задана темпера-
тура T ∗∗, которая ниже температуры фазового превращения T ∗. Обо-
значим границу между твердым и жидким слоем среды y∗ = y∗(t). То-
гда в момент времени t слой 0 ≤ y < y∗ — жидкий, y∗ ≤ y ≤ h —
твердый.
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Запишем уравнение теплового баланса [7]:

cρ

(
∂T

∂t
+ ~V gradT

)
= div(λgradT ) + σ

′

ik

∂Vi
∂xk

, (5)

где

σ
′

ik = µ

(
∂Vi
∂xk

+
∂Vk
∂xi
− 2

3
δik
∂Vl
∂xl

)
+ ξδik

∂Vl
∂xl

есть вязкий тензор напряжений; c — теплоемкость, ρ — плотность жид-
кости, λ — коэффициент теплопроводности считаем постоянными. Обо-
значим коэффициент теплопроводности жидкого слоя среды λ1, твердо-
го – λ2. Преобразуем уравнение (5) с учетом составляющих слагаемых:

gradT =

(
0,
∂T

∂y
, 0

)
, ~V gradT = 0,

div(λ1gradT ) = λ1
∂2T

∂y2
, div(λ2gradT ) = λ2

∂2T

∂y2
,

σ
′

ik соответствует σ′xy:

σ
′

xy = σ
′

yx = µ(T )
∂Vx
∂y

= µ(T )
∂V

∂y
.

Тогда (5) запишется:

1

α1

∂T

∂t
=
∂2T

∂y2
+
µ(T )

λ1

(
∂V

∂y

)2

, (6)

где
1

α1

=
cρ

λ1
,

α1 —коэффициент температуропроводности жидкой фазы. Скорость те-
чения в твердом слое равна 0, поэтому из уравнения (5) следует, что в
произвольный момент времени t температура вычисляется по формуле

1

α2

∂T

∂t
=
∂2T

∂y2
, (7)
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где
1

α2

=
cρ

λ2
,

α2 — коэффициент температуропроводности.

На границе y = y∗ задаем условие сопряжения температур:

λ1
∂T

∂y

∣∣∣∣
y∗−0

= λ2
∂T

∂y

∣∣∣∣
y∗+0

− ρQ∗∂y
∗

∂t
, (8)

Q∗ — теплота фазового перехода.

Уравнение движения Навье – Стокса [8] при условии неразрывности
(2) и отсутствия массовых сил примет вид

ρ

[
∂~V

∂t
+ (~V ,∇)~V

]
= −gradp+ µ∆~V + 2(gradµ,∇)~V + gradµ× rot~V .

(9)

Здесь с учетом условий (1)–(4) справедливы соотношения

(~V ,∇)~V = (0, 0, 0), grad p = (−b, 0, 0) , ∆~V =

(
∂2V

∂y2
, 0, 0

)
,

gradµ =

(
0,
∂µ

∂y
, 0

)
, (gradµ,∇)~V =

(
∂µ

∂y

∂V

∂y
, 0, 0

)
,

gradµ× rot ~V =

(
−∂µ
∂y

∂V

∂y
, 0, 0

)
.

Тогда уравнение (9) преобразуется к виду

ρ
∂V

∂t
=

∂

∂y

(
µ(T )

∂V

∂y

)
+ b. (10)

Соответствующие начальные

0 ≤ y < h : T (y, 0) = T 0, T (h, 0) = T ∗∗, (11)

0 ≤ y ≤ h : V (y, 0) = 0, (12)
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и граничные условия:

V (h, t) = 0, (13)

∂T (y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0,
∂V (y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0. (14)

Уравнения (6)–(7), (10) приведем к безразмерному виду. Для этого
введем следующие параметры:

η =
y

h
, 0 ≤ η ≤ 1, η∗ =

y∗

h
; Θ =

E(T − T ∗)
RT ∗2

, T = T ∗ +
ΘRT ∗2

E
;

U =
µ(T ∗)V

bh2
, V =

Ubh2

µ(T ∗)
; τ =

λ1RT
∗2t

EQ∗ρh2
, t =

τEQ∗ρh2

λ1RT ∗
2 ; (15)

α =
α2

α1

, λ =
λ2
λ1

; ε =
λ1RT

∗2

α1ρEQ∗
, ε1 =

λ1RT
∗2

µ(T ∗)EQ∗
, δ =

Eh4b2

RT ∗2λ1µ(T ∗)
.

С учетом параметров (15) в жидком слое выполняются соотношения
относительно безразмерной температуры Θ и скорости U :

η < η∗ : ε
∂Θ

∂τ
=
∂2Θ

∂η2
+ δ

(
∂U

∂η

)2

exp (−Θ), (16)

ε1
∂U

∂τ
=

∂

∂η

(
exp(−Θ)

∂U

∂η

)
+ 1, (17)

в отвердевшей части

η > η∗ :
ε

α

∂Θ

∂τ
=
∂2Θ

∂η2
, U = 0. (18)

На границе фазового перехода условие (8) принимает вид

η = η∗ :
∂Θ

∂η

∣∣∣∣
η∗−0

+
∂η∗

∂τ
= λ

∂Θ

∂η

∣∣∣∣
η∗+0

, Θ = 0, U = 0. (19)
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Начальные условия (11)–(12), граничные условия (13)–(14) в безразмер-
ных переменных запишутся:

0 ≤ η < 1 : Θ(η, 0) = Θ0, Θ(1, 0) = Θ∗∗, (20)

0 ≤ η ≤ 1 : U(η, 0) = 0, (21)

U(1, τ) = 0, (22)

∂Θ

∂η

∣∣∣∣
η=0

= 0,
∂U

∂η

∣∣∣∣
η=0

= 0. (23)

Полученная система (16)–(23) решается численно с использованием ме-
тода прогонки.

Некоторые результаты численных экспериментов
На рис. 1–3 приведены некоторые результаты широко проведенных

численных экспериментов при варьировании безразмерных параметров
модели.
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Рис. 1. Пространственно-временные распределения: (a) скорости U(η, τ), (b)
температуры Θ(η, τ); τ : 0.004(1), 0.008(2), 0.012(3), 0.016(4), 0.02(5), n = 800,

m = 2000, Θ0 = 0.5, Θ∗∗ = −0.5, α = 1, λ = 10, ε = 0.1, ε1 = 0.1, δ = 0.1; η∗: 0.81(1),
0.73(2), 0.67(3), 0.62(4), 0.56(5)

Следует отметить значительное влияние на процесс течения и фа-
зового превращения параметров ε, ε1. При уменьшении ε границы раз-
дела сред η∗ в разные моменты времени сдвигаются к нижней плоско-
сти – твердый слой увеличивается, уменьшается безразмерная скорость



28 Беляева Н. А., Машин И. О., Надуткина А. В.

U течения в жидком слое, температурный градиент становится больше
(например, кривые 5 на рис. 1(b), 2(b)).
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Рис. 2. Пространственно-временные распределения: (a) скорости U(η, τ), (b)
температуры Θ(η, τ); ε=0.06; η∗: 0.76(1), 0.65(2), 0.56(3), 0.46(4), 0.32(5); условия на

рис. 1

С увеличением параметра ε1 вязкость уменьшается, поэтому безраз-
мерная скорость течения уменьшается.
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Рис. 3. Пространственно-временное распределение скорости U(η, τ); ε1=1; η∗:
0.81(1), 0.73(2), 0.67(3), 0.61(4), 0.56(5); условия на рис. 1

Таким образом, построенная в работе математическая модель те-
чения вязкой жидкости позволяет описывать и анализировать процес-
сы течений, фазовых превращений при движении вязких жидкостей,
в частности в ходе их транспортировки при наличии температурного
градиента.
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