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Аннотация. Пусть в n-мерном пространстве даны m точек,
а G – выпуклая оболочка этих точек. В простейшей задаче ма-
тематической диагностики проверяется, принадлежит ли точка
p множеству G. Иначе говоря, если координаты точек – призна-
ки некоторой болезни, необходимо определить, есть ли у нового
пациента болезнь по степени схожести ее признаков у него и у
пациентов с подтвержденным диагнозом. В настоящей статье мы
присоединяем к G его эпсилон-окрестность и проверяем, принад-
лежит ли p расширенному множеству. Для этого решаем зада-
чу квадратичного программирования, в которой требуется найти
точку множества G, ближайшую к точке p в евклидовой нор-
ме. Мы выписываем необходимые условия минимума, получая
задачу, которую можно решать при помощи модифицированного
симплекс-метода с дополнительным условием для базисов.
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Abstract. Let m points be given in n-dimensional space, and
G is the convex hull of these points. In the simplest problem of
mathematical diagnostics, it is checked whether a point p belongs
to the set G. In other words, if the coordinates of the points are signs
of some disease, it is necessary to determine whether a new patient
has a disease by the similarity of its signs in him and in patients with a
confirmed diagnosis. In this paper, we attach its epsilon neighborhood
to G and check whether p belongs to an extended set. To do this, we
solve a quadratic programming problem in which we need to find the
point of the set G closest to the point p in the Euclidean norm. In the
article, we write out the necessary minimum conditions, obtaining a
problem that can be solved using a modified simplex method with an
additional condition for the bases.
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Введение
Пусть в пространстве Rn задано конечное множество точек {pj}mj=1.

Каждый вектор pj состоит из n компонент – это признаки (факторы)
некоторой болезни у больных с подтвержденным диагнозом. Есть ещё
точка p. Есть ли у этого нового пациента болезнь, определяется по сте-
пени похожести признаков точки p и признаков точек {pj}.

В простейшей задаче математической диагностики [1] вводится вы-
пуклая оболочка G = co {p1, . . . , pm} точек {pj} и проверяется включе-
ние p ∈ G.
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Было бы интересно присоединить к G точки, у которых расстояние
до G мало. Зададим ε > 0. Найдём расстояние от p до G:

ρ = min
z∈G
‖p− z‖, (1)

где ‖p−z‖ – евклидова норма p−z. Если ρ ≤ ε, то считаем, что диагноз
(тест) положительный.

Данная статья посвящена численному решению задачи (1).

Материалы и методы
Введём векторы aj = pj − p и выпуклую оболочку этих векторов:

M = co {a1, . . . , am}.

Требуется найти расстояние от многогранникаM до начала координат:

ρ = min
z∈M
‖z‖. (2)

Здесь и далее используется евклидова норма ‖z‖ =
√

(z, z) и обычное
скалярное произведение (z, y) векторов z, y ∈ Rn.

Множество M состоит из векторов z =
∑m

j=1 xjaj, где xj ≥ 0, x1 +

· · · + xm = 1. Поэтому задача (2) эквивалентна задаче квадратичного
программирования

f(x) = 1
2
(Dx, x)→ min,

x1 + · · ·+ xm = 1,

xj ≥ 0, j ∈ 1 : m,

(3)

где D – матрица с элементами dij = (ai, aj), i, j ∈ 1 : m.
Запишем необходимые условия минимума в задаче (3) – условия

Куна-Таккера. Градиент f ′(x) равен Dx, а градиент g(x) = x1 + · · ·+xm
есть g′(x) = I – вектор из m единиц. Пусть (Dx)i – i-я компонента
вектора Dx. В точке минимума x∗ существует λ, такое, что

(Dx∗)i + λ ≥ 0, i ∈ 1 : m, (4)
((Dx∗)i + λ) · x∗i = 0, i ∈ 1 : m. (5)

Смысл условия дополняющей нежёсткости (5) состоит в том, что если
x∗i > 0, то (Dx∗)i + λ = 0. Условия (4) – (5) являются и достаточными
условиями минимума, так как матрица D неотрицательно определена.
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Чтобы найти x∗, введём дополнительные переменные vi = (Dx)i +λ.
Тогда получим систему

(Dx)i + λ− vi = 0, i ∈ 1 : m,

x1 + · · ·+ xm = 1,

vixi = 0, vi ≥ 0, xi ≥ 0, i ∈ 1 : m.

(6)

Несмотря на нелинейное ограничение vixi = 0, здесь можно приме-
нить идеи линейного программирования. В первое уравнение добавим
искусственную переменную u со знаком минус. Придём к задаче:

u→ min,

Dx+ λ · I− v − e1u = O,
x1 + · · ·+ xm = 1,

vixi = 0, vi ≥ 0, xi ≥ 0, i ∈ 1 : m; u ≥ 0.

(7)

Здесь e1 = (1, 0, ..., 0)T , I = (1, 1, ..., 1)T .

Задача (7) решается модифицированным симплекс-методом с допол-
нительным условием: если xi входит в базис, то vi нельзя вводить в
базис, и наоборот. Использовать только базисы с таким свойством до-
полнительности предложил П. Вулф [3]. Алгоритм с этой старой идеей
описан в статье [2]. Некоторая сложность возникает при определении
начального базиса.

В задаче (6) переменная λ принимает значения любого знака. Поэто-
му представим λ в виде λ = λ1−λ2, где λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0. Для наглядности
выпишем систему уравнений при m = 4:

d11x1 + d12x2 + d13x3 + d14x4 + λ1 − λ2 − v1 − u= 0,

d21x1 + d22x2 + d23x3 + d24x4 + λ1 − λ2 − v2 = 0,

d31x1 + d32x2 + d33x3 + d34x4 + λ1 − λ2 − v3 = 0,

d41x1 + d42x2 + d43x3 + d44x4 + λ1 − λ2 − v4 = 0,

x1 + x2 + x3 + x4 = 1.

В первом столбце матрицы D найдём наименьший элемент

di01 = min
i∈1:m

di1.
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Если i0 = 1, то (ai, a1) ≥ (a1, a1), а тогда (z, a1) ≥ (a1, a1) и
(z − a1, a1) ≥ 0 для всех z ∈M. Отсюда

‖z‖2 = ‖a1 + (z − a1)‖2 = ‖a1‖2 + 2(z − a1, a1) + ‖z − a1‖2 ≥ ‖a1‖2.

Значит, a1 – ближайшая точка, z∗ = a1, ρ = ‖a1‖ и задача (2) решена.
В дальнейшем считаем i0 > 1. Укажем начальный базисный план.

Идею построения покажем для частного случая i0 = 3. Базисными пе-
ременными будут

u = d11 − di01, v2 = d21 − di01, λ = −di01, v4 = d41 − di01, x1 = 1.

Если di01 ≥ 0, то берём λ2 = di01, иначе λ1 = −di01 = |di01|. При di01 ≥ 0
базисная матрица A и обратная базисная матрица B = A−1 будут иметь
вид

A =



−1 0 −1 0 d11

0 −1 −1 0 d21

0 0 −1 0 di01

0 0 −1 −1 d41

0 0 0 0 1


, B =



−1 0 1 0 d11 − di01

0 −1 1 0 d21 − di01

0 0 −1 0 di01

0 0 1 −1 d41 − di01

0 0 0 0 1


. (8)

Легко проверить, что AB = E.
Если же di01 < 0, то в матрице A вместо столбца −I будет столбец

+I, а в матрице B у элементов bi0i0 и bi0,m+1 меняются знаки.
В компьютерной программе матрица A не нужна, а будет исполь-

зоваться только матрица B. Отметим также, что элементы (m + 1)-го
столбца B – это значения базисных переменных. Столбец X базисных
значений получается из уравнения AX = em+1 = (0, 0, . . . , 0, 1)T . Отсю-
да X = Bem+1 – последний столбец матрицы B.

Чтобы обеспечить выполнение условия xivi = 0 введём булевский
массив xv[1..m], где xv[i] = true, если xi или vi входят в базис.

Если xv[i] = false, то xi и vi не входят в базис и тогда вычисляем
оценки

∆(xi) =
m∑
k=1

y[k] · dki + y[m+ 1], (9)

∆(vi) = −y[i], (10)
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где y – двойственный вектор. На всех итерациях строка c из ко-
эффициентов целевой функции при базисных переменных имеет вид
c = (1, 0, . . . , 0). Поэтому y = cB – это первая строка матрицы B. Мас-
сив y можно не вводить.

Если λ1 и λ2 не входят в базис, то вычисляем оценку

∆(λ1,2) = ±
m∑
k=1

B[1, k].

На нулевой итерации в базис можно вводить только xi0 или vi0 . Первая
строка матрицы B указана в формуле (8). По формуле (10) получаем
∆(vi0) = −B[1, i0] = −1. А по формуле (9)

∆(xi0) = −d1i0 + di0i0 + (d11 − di01) =

= ‖ai0‖2 − 2(ai0 , a1) + ‖a1‖2 = ‖ai0 − a1‖2.

Если ai0 6= a1, то xi0 вводится в базис. Если же ai0 = a1, то и процесс
заканчивается (нет положительных оценок). При этом

u = d11 − di01 = (a1, a1)− (a1, ai0) = 0.

Условия (6) выполняются.
Остальные шаги модифицированного симплекс-метода подробно

описаны в докладе [1].

Результаты
В 2017 году в Сыктывкарском государственном университете имени

Питирима Сорокина была выполнена дипломная работа, где описанный
метод реализован на C++. В работе был, в частности, такой пример:
m = n = 100, aj = ej, j ∈ 1 : n. Ближайшей к началу координат
точкой многогранника M будет z∗ = ( 1

n
, 1
n
, . . . , 1

n
). Программа выдала

z∗ = (0.01, 0.01, . . . , 0.01) на 99-й итерации.

Обсуждение
Решение простейшей задачи математической диагностики при по-

мощи модифицированного симплекс-метода обсуждалось в докладе
В. Н. Малозёмова и Е. К. Чернэуцану на семинаре по оптимизации,
машинному обучению и искусственному интеллекту [1]. Данная статья
развивает идею этого доклада, при этом для решения полученной зада-
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чи квадратичного программирования используется модифицированный
симплекс-метод, идея которого восходит к статье П. Вулфа [3].
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