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ОСНОВНЫЕ НАПРАВЛЕНИЯ РАЗВИТИЯ

ТЕОРИИ ПОЛУКОЛЕЦ

Е. М. Вечтомов, В. В. Чермных

В настоящей статье выделены и проанализированы три ос-
новных направления становления и развития теории полуколец.
Рассмотрены кольце-модульное направление, обобщающее и рас-
ширяющее теорию колец и модулей на полукольца и полумодули
над ними; универсально-алгебраическое направление, базирую-
щееся на универсальной алгебре и теории полугрупп; направле-
ние, связанное с исследованием специальных классов полуколец и
нацеленное на применения полуколец внутри математики, в ком-
пьютерных науках, в приложениях математики. Первые два на-
правления содержат изучение общей теории полуколец, постро-
ение структурных теорий для отдельных важных и интересных
классов абстрактных полуколец. Третье направление включает в
себя, в частности, описание конечных полуколец с теми или ины-
ми условиями.
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Введение
Класс полуколец содержит класс всех (ассоциативных) колец и

класс всех дистрибутивных решеток, ряд известных числовых систем.
Как указано в [1] термин полукольцо впервые появился в работе

Г. Вандивера [2], но неявно полукольца использовались еще Р. Дедекин-
дом [3] при исследованиях решетки идеалов колец, Д. Гильбертом [4],
при рассмотрении вопросов аксиоматики числовых систем.

Систематическое изучение полуколец началось в 50-е гг. XX ве-
ка в работах А. Алмейда Косты, С. Берна, Г. Зассенхауса, К. Исеки,
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М. Хендриксона, В. Словиковского, В. Завадовского и др. Так, рассмат-
ривались идеалы полуколец, а среди них выделялись и исследовались
полустрогие идеалы, гомоморфизмы (следовательно, формулировались
и теоремы о гомоморфизмах), фактор-полукольца, конгруэнции на по-
лукольцах. Отметим, что Берном и Зассенхаусом получен полукольце-
вой аналог классической теоремы Веддерберна - Артина для полупер-
вичных колец.

При наличии некоторых отдельных интересных и важных теорети-
ческих результатов в этот период большая их часть представляла собой
переносы кольцевых и общеалгебраических понятий на полукольца.

Появлялись новые примеры полуколец, причем оказывалось, что за-
частую полукольца возникают как модели к давно известным матема-
тическим объектам. К примеру, это можно сказать о полукольцах Лу-
касевича. Ян Лукасевич — польский математик, одним из первых рас-
смотревший многозначную логику. Его трехзначная логика представ-
ляла систему, в которой высказывание могло принимать значения 0

(ложь), 1 (истина) или 1/2 (вероятно или нейтрально). Если мы рас-
смотрим единичный отрезок I с аддитивной операцией ∨ — максимум,
и мультипликативной операцией a⊗b = max{0, a+b−1}, то получим по-
лукольцо, а с трехзначной логикой Лукасевича связано трехэлементное
полукольцо 〈L3,∨,⊗〉. К настоящему времени развитие этого направле-
ния привело к изучению MV -алгебр и MV -полуколец.

Многочисленные полукольца возникают при рассмотрении различ-
ных t-норм и t-конорм — ассоциативных коммутативных операций на
I. Такие полукольца появились и используются в нечеткой логике —
разделе математики, являющемся обобщением классической логики и
теории множеств и базирующемся на понятии нечеткого множества,
впервые введенного Лотфи Заде в 1965 г.

В отдельных книгах и монографиях встречались упоминания о по-
лукольцах, говорилось о перспективах их развития (L. Fuchs, Partially
ordered algebraic systems; 1963, А. Г. Курош, Общая алгебра. Лекции
1969—1970 учебного года (1974 г. издания)). Таким образом, 50–80 годы
стали периодом становления теории полуколец, и полукольцо все еще
оставалось достаточно экзотическим объектом.

Ситуация стала меняться с 90-х гг. прошлого века. Постепенно на-
копленный материал по полукольцам нашел отражение в монографии Г.
Вайнерта и У. Хебиша [5] и особенно — в первой монографии Дж. Гола-
на [6] и в ее расширенном варианте [1]. В настоящее время определение
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полукольца, которое использовал Голан, наиболее употребительно (см.
ниже определение 1). Большую роль сыграли обзоры К. Глазека по по-
лукольцам, их приложениям и близким вопросам [7], [8]. В настоящее
время теория полуколец является активно развивающимся разделом
современной математики.

Отметим вклад в теорию полуколец кировской алгебраической шко-
лы под руководством профессора Е. М. Вечтомова. Полукольцевые ис-
следования начались с кандидатской диссертации В. В. Чермных «Пуч-
ковые представления полуколец» (1994 г.), а о возможности применения
пучков для исследования полуколец впервые было сказано К. И. Бей-
даром в 1990 г. на семинаре «Кольца и модули» (МГУ, руководитель
А. В. Михалев). В 1994 г. состоялась успешная защита Е. М. Вечтомо-
вым докторской диссертации «Кольца непрерывных функций со значе-
ниями в топологическом теле». Постепенно интересы Вечтомова стали
смещаться с колец на полукольца, и уже в 1996 г. под его руковод-
ством была защищена диссертация В. И. Варанкиной «Максимальные
идеалы и делимость в полукольцах непрерывных функций». Всего под
руководством Е. М. Вечтомова защищено 16 кандидатских диссерта-
ций по теории полуколец (В. В. Чермных, В. И. Варанкина, И. А. Се-
менова, М. Н. Подлевских, А. В. Ряттель, В. В. Широков, О. В. Ста-
ростина, А. В. Черанева, М. А. Лукин, Д. В. Чупраков, В. В. Сидо-
ров, Е. Н. Лубягина, А. А. Петров, Н. В. Шалагинова, И. В. Орлова,
О. В. Чермных). В 2007 г. В. В. Чермных защитил докторскую диссерта-
цию «Функциональные представления полуколец и полумодулей», поз-
же его ученик Р. В. Марков — кандидатскую диссертацию «Пирсовские
слои и цепи полуколец». Готовятся к защитам докторская диссертация
В. В. Сидорова (научный консультант Е. М. Вечтомов) и кандидат-
ская М. В. Бабенко (научный руководитель В. В. Чермных). Тематика
диссертаций — это теория полуколец непрерывных функций и исследо-
вание абстрактных полуколец с дополнительными условиями. Теория
полуколец непрерывных функций благодаря работе проф. Вечтомова и
его учеников к сегодняшнему дню является хорошо разработанным и в
то же время с ясными перспективами направлением в теории полуко-
лец. Отметим исследования полутел, в том числе и их функциональные
представления, хорошие продвижения получены в описании упорядо-
ченных полутел. Начато изучение решеточно упорядоченных полуко-
лец, в частности, получены существенные результаты по представле-
ниям решеточно упорядоченных полуколец сечениями. Среди новых и
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перспективных отметим интересные результаты о конечных полуколь-
цах с дополнительными условиями. Положено начало исследованиям
полуколец многочленов и формальных степенных рядов [9].

О результатах указанных и некоторых других разделов теории по-
луколец и говорится в настоящей статье. Делается попытка выделить
основные направления в теории полуколец, наметить перспективы ее
развития.

Исходные понятия и примеры
Начнем с определений основополагающих понятий.
Определение 1 (в широком смысле [2]). Алгебраическая структура

〈S,+, ·〉 называется полукольцом, если 〈S,+〉 — аддитивно записанная
полугруппа, 〈S, ·〉 — мультипликативно записанная полугруппа, опера-
ция умножения дистрибутивна относительно операции сложения + с
обеих сторон: a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc для любых a, b, c ∈ S.

Будем рассматривать полукольца с коммутативным сложением, ес-
ли иное не оговорено.

Элемент 0 полукольца S называется нулем, если 0 + s = s + 0 = s

и s · 0 = 0 · s = 0 для любого s ∈ S. Элемент 1 полукольца S назы-
вается единицей, если s · 1 = 1 · s = s для всех s ∈ S. Полукольцо с
коммутативным умножением называется коммутативным.

Определение 2 (в узком смысле [1]). Полукольцо — это полукольцо
в широком смысле, в котором сложение коммутативно и существуют
нуль 0 и единица 1. Если 1 = 0, то полукольцо одноэлементно.

Определение 3. Полукольцо называется полутелом, если его муль-
типликативная полугруппа является группой. Полуполе — это комму-
тативное полутело. Полутело с присоединенным нулем будем называть
полутелом с нулем.

Полукольцо с нулем 0 назовем антикольцом, если оно удовлетво-
ряет квазитождеству x + y = 0 ⇒ x = 0. Полукольцо с 0 и 1 6= 0

называется полукольцом с делением, если любой его ненулевой элемент
обратим. Отметим, что полукольца с делением исчерпываются телами
и полутелами с нулем.

Приведем примеры числовых полуколец.
Пример 1. Множество N всех натуральных чисел с обычными опе-

рациями сложения и умножения является коммутативным полуколь-
цом с единицей и без нуля; кольцом разностей полуколец N и N ∪ {0}
служит кольцо Z всех целых чисел. Полуполем частных полукольца N
будет полуполе всех положительных рациональных чисел.
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Пример 2. Алгебраическая структура 〈R+,+, ·〉 всех неотрицатель-
ных действительных чисел будет полуполем с нулем, кольцом разностей
которого служит поле R всех действительных чисел.

Пример 3. Рассматривая на множестве P всех положительных дей-
ствительных чисел операции ∨ (max) и умножение ·, получим полуполе
〈P,∨, ·〉 с идемпотентным сложением (верно тождество x ∨ x = x).

Пример 4. Пусть S = {0, 1} — двухэлементное полукольцо с нулем
0 и единицей 1. В S умножение определяется однозначно, 0 + 0 = 0 и
0 + 1 = 1 + 0 = 1. Если 1 + 1 = 0, то полукольцо S изоморфно двух-
элементному полю Z2; если 1 + 1 = 1, то S изоморфно двухэлементной
цепи B.

Для иллюстрации рассмотрим пример «тропического» полуполя, на
базе которого строится идемпотентный анализ (так же как на базе поля
R действительных чисел зиждется классический математический ана-
лиз).

Пример 5. Пусть S = 〈R ∪ {−∞},∨,+〉 — линейно упорядоченное
полуполе с нулем −∞ относительно операции сложения ∨ (max) и опе-
рации умножения +. Элемент −∞ будет также наименьшим, сложение
идемпотентно (x ∨ x = x), а по умножению (+) S является коммута-
тивной группой с добавленным нулем −∞. Относительно интерваль-
ной (естественной) топологии S становится топологическим аддитив-
но идемпотентным полуполем. Заметим, что S изоморфно (тополого-
алгебраически) как топологическому аддитивно идемпотентному по-
луполю с нулем 〈R+,∨, ·〉 всех неотрицательных действительных чи-
сел со сложением ∨ и обычным умножением чисел, так и полуполю
〈R∪{∞},∧,+〉. Поэтому тропическое полуполе 〈R∪{−∞},∨,+〉 назы-
вается еще минимаксным.

Для получения новых полуколец к полукольцам применяются из-
вестные алгебраические конструкции.

Примеры 6. Для любого фиксированного полукольца S с нулем 0

и единицей 1 строятся:
i) полукольцо Mn(S) всех квадратных матриц размера n×n с коэф-

фициентами из S (n ∈ N);
ii) полукольцо S[x] всех многочленов с коэффициентами из S от

одной переменной x, коммутирующей с элементами из S;
iii) полукольцо S[[x]] всех формальных степенных рядов с коэффи-

циентами из S от одной переменной x, коммутирующей с элементами
из S.
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Заметим, что полукольца Mn(S), S[x], S[[x]] также обладают нулем
и единицей и содержат подполукольцо, канонически изоморфное исход-
ному полукольцу коэффициентов S. Изучение взаимосвязей свойств по-
луколец Mn(S), S[x], S[[x]] со свойствами полукольца S является одной
из важных тем теории полуколец. Например, мультипликативная со-
кратимость справа полукольца S[x] влечет аддитивную сократимость
полукольца S.

Далее при изложении теории полуколец даются исходные полуколь-
цевые определения как общеалгебраического, так и специального харак-
тера. К общеалгебраическим относятся понятия подполукольца, идеала,
конгруэнции, фактор-полукольца, гомоморфизма, прямого произведе-
ния полуколец, решеток идеалов, конгруэнций, подполуколец. Вводят-
ся понятия подпрямо неразложимого полукольца и конгруэнц-простого
полукольца.

Для полуколец формулируются и доказываются универсально-ал-
гебраические утверждения: теоремы о гомоморфизме и изоморфизме,
теорема Биркгофа о подпрямом произведении.

Затем определяются более специальные и специфические полуколь-
цевые понятия, такие как поглощающий элемент (по сложению и по
умножению), идемпотентность (аддитивная и мультипликативная), со-
кратимость (аддитивная и мультипликативная), конгруэнция Берна по
идеалу и т. д.

Конгруэнция Берна на полукольце S с нулем по его идеалу J — это
такое бинарное отношение ρ(J) на S, что для любых s, t ∈ S имеем:

sρ(J)t⇔ ∃a, b ∈ J(s+ a = t+ b).

Легко видеть, что ρ(J) есть конгруэнция на полукольце S, причем
J ⊆ [0]ρ(J). Идеал J образует класс нуля некоторой конгруэнции (рав-
носильно конгруэнции ρ(J)) на S тогда и только тогда, когда J — полу-
строгий идеал, т. е. a ∈ J и a+ b ∈ J влекут b ∈ J при любых a, b ∈ S.
При этом конгруэнция Берна ρ(J) будет наименьшей среди конгруэн-
ций σ на полукольце S с тем же классом нуля, что и ρ(J): [0]σ = [0]ρ(J).

Конгруэнции на любом кольце S суть в точности конгруэнции Бер-
на по различным идеалам J в S, т. е. отношения сравнимости по J :
sρ(J)t⇔ s− t ∈ J .

Для произвольного полукольца S с нулем 0 обозначим через

r(S) = {s ∈ S : ∃t ∈ S (s+ t = 0)}
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множество всех элементов из S, имеющих противоположный элемент.
Ясно, что r(S) — строгий идеал полукольца S, являющийся кольцом.
Идеал J полукольца S называется строгим, когда a + b ∈ J влечет
a ∈ J для любых a, b ∈ S. Строгие идеалы в полукольцах являются по-
лустрогими, но, вообще говоря, не наоборот; так, в кольцах все идеалы
полустрогие, а строгими будут только сами кольца (как несобственные
идеалы). В дистрибутивных решетках все идеалы строгие.

Основные направления в теории полуколец
В развитии теории полуколец можно выделить следующие основные

направления:
1. Кольце-модульное направление как обобщение и расширение тео-

рии колец и модулей на полукольца и полумодули над ними. Рассмат-
риваются структурные свойства полуколец с нулем и единицей. Иссле-
дуются полукольца с различными дополнительными условиями, гомо-
логические свойства полуколец и т. д.

2. Универсально-алгебраическое направление, базирующееся на тео-
рии полугрупп и универсальной алгебре. Изучаются полукольца в ши-
роком понимании, в том числе и с некоммутативным сложением. Важ-
ную роль играют свободные полукольца, расширения полуколец, мно-
гообразия и квазимногообразия полуколец, решетки идеалов и конгру-
энций полуколец.

3. Изучение полуколец специального вида. Исследуются полукольца
непрерывных функций, сечений, соответствий; матричные полукольца
в рамках линейной алгебры над полукольцами; тропические полукольца
с применением в теории оптимального управления; полукольца путей в
графах и т. п.

Первые два направления охватывают изучение абстрактных полу-
колец, построение структурных теорий для отдельных важных и ин-
тересных классов полуколец. Третье направление, включая теорию ко-
нечных полуколец, служит основой для полукольцевых приложений в
компьютерных науках, теории кодирования и криптографии, оптималь-
ном управлении, лингвистике, экономике.

Рассмотрим подробнее каждое из основных направлений.

Кольце-модульное направление
Перечислим некоторые актуальные темы и сюжетные линии.
Расширения полуколец
Затронем один из фрагментов общей теории полуколец.
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Полукольцо S с нулем 0 назовем расширением полукольца R посред-
ством полукольца T , если на S существует конгруэнция ρ, для которой
класс нуля [0]ρ изоморфен R и фактор-полукольцо S/ρ изоморфно T .

На полукольце S с нулем 0 существуют три конгруэнции, имеющие
r(S) классом нуля.

Во-первых, конгруэнция Берна ρ(r(S)), фактор-полукольцо по кото-
рой является антикольцом [10, c. 25].

Во-вторых, «разностная» конгруэнция σ: sσt ⇔ ∃x, y ∈ S (s + x =

t& t+y = s), фактор-полукольцо по которой упорядочиваемо [10, c. 30].
В-третьих, наименьшая конгруэнция на S, фактор-полукольцо по

которой аддитивно идемпотентно [11, предложение 2].
Очевидно, что упорядочиваемые полукольца суть антикольца, а ад-

дитивно идемпотентные полукольца упорядочиваемы.
Имеет место следующий результат.
Теорема. Любое полукольцо S с нулем является расширением од-

нозначно определенного (с точностью до изоморфизма) кольца r(S) по-
средством аддитивно идемпотентного полукольца.

Заметим, что в данной теореме аддитивно идемпотентное полуколь-
цо определено, вообще говоря, неоднозначно.

Теорема [12, предложение 4.1.1]. Любое полукольцо S с нулем, для
которого кольцо r(S) обладает единицей, однозначно представимо в
виде прямой суммы кольца и антикольца.

Редукция к базовым классам полуколец
В структурной теории полуколец роль «кирпичиков», из которых

могут строиться произвольные полукольца, играют следующие типы
полуколец:

i) кольца как полукольца, аддитивная полугруппа которых является
коммутативной группой;

ii) дистрибутивные решетки как полукольца с тождествами ком-
мутативности x + y = y + x и xy = yx, идемпотентности xx = x и
поглощения x+ xy = x;

iii) полутела. Полутела изучались в работах [5; 13–15], [16, Допол-
нение].

Попарные пересечения классов колец, дистрибутивных решеток и
полутел совпадают с классом одноэлементных полуколец, определяе-
мым тождеством x = y.
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Одна из актуальных задач общей теории полуколец заключается
в сведении изучения полуколец к названным классам полуколец по-
средством различных алгебраических и теоретико-множественных кон-
струкций. С другой стороны, исследовались полукольца, представляю-
щие собой некий симбиоз:

1) колец и дистрибутивных решеток;
2) колец и полутел;
3) дистрибутивных решеток и полутел.
Приведем примеры классов полуколец указанных переплетений.
1) Многообразие M полуколец, порожденное булевыми кольцами и

дистрибутивными решетками. В многообразии всех полуколец много-
образие M определяется тождествами xy = yx, xx = x, x + 2xy = x, и
каждое полукольцо изM является подпрямым произведением двухэле-
ментных полей и двухэлементных цепей (см. [17, предложение 6.3.2]).

2) Дизъюнктные полукольцевые объединения S кольца R и полутела
U рассматривались в работах [18], [19]. Решены задачи существования
и единственности полуколец S для заданных R и U , описано строение
их идеалов и конгруэнций.

3) К таким полукольцам принадлежат абелево-регулярные положи-
тельные полукольца [20, глава 2], [21–23]. Полукольцо S с нулем 0 и
единицей 1 было названо абелево-регулярным положительным полу-
кольцом (arp-полукольцом), если S — регулярное, т. е. для любого a ∈ S
найдется такой b ∈ S, что aba = a, его мультипликативные идемпотен-
ты коммутируют с любыми элементами из S, положительное, т. е. все
элементы вида s+ 1 обратимы в S. Впервые коммутативные arp-полу-
кольца появились в [24, замечание 3] под названием регулярные.

В произвольном arp-полукольце S выделяются ограниченная дис-
трибутивная решетка L(S) всех мультипликативных идемпотентов и
полутело U(S) всех обратимых элементов. Рассматривается также есте-
ственный решеточный гомоморфизм ψS : L(S) → ConU(S) решетки
L(S) в решетку конгруэнций полутела U(S). Оказывается, что любое
arp-полукольцо S однозначно, с точностью до изоморфизма, восста-
навливается по своей индуцированной тройке 〈L(S), U(S), ψS〉. arp-По-
лукольцо S называется булевым arp-полукольцом, если решетка L(S)

булева. Теория arp-полуколец подробно изложена в главе 2 моногра-
фии [20]. Класс обобщенных arp-полуколец изучен в [22].
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Выполнение кольце-модульных теорем в классе полуколец
Вызывают большой интерес исследования, связанные с выполнени-

ем кольце-модульных теорем в классе полуколец. Зачастую справедли-
вость той или иной теоремы теории колец и модулей для полукольца S
делает S близким к кольцу или даже кольцом, что дает характеризации
колец в терминах полуколец. Приведем несколько подобных результа-
тов, в которых S — произвольное полукольцо с 0 и 1.

Теорема [25]. Полукольцо многочленов S[x] нетерово
(нетерово справа) тогда и только тогда, когда S есть нетерово
(соответственно, нетерово справа) кольцо.

Полукольцо S называется нетеровым (нетеровым справа), если
каждый его идеал (правый идеал) конечно порожден. Напомним, что
классическая теорема Гильберта о базисе утверждает, что над нетеро-
вым справа кольцом кольцо S[x] нетерово справа.

Теорема [26, предложение 2]. Полное матричное полукольцо Mn(S)

регулярно при некотором (любом) n ≥ 3 тогда и только тогда, когда
S есть регулярное кольцо.

Существуют регулярные полукольца, не являющиеся кольцами. За-
метим, что полукольцо M2(S) регулярно ⇔ S есть прямая сумма регу-
лярного кольца и идемпотентного булева arp-полукольца [26, предло-
жение 5]. Хорошо известно, что для регулярных колец кольца матриц
Mn(S) регулярны.

Теорема [27, теорема 3]. Для полукольца S выполняется крите-
рий Бэра, и любой (правый) S-полумодуль изоморфно вкладывается в
некоторый инъективный S-полумодуль в том и только в том случае,
когда S — кольцо.

Утверждение достаточности в этой теореме суть две известные
кольце-модульные теоремы.

Вопросам гомологической характеризации полуколец посвящена об-
зорная статья С. Н. Ильина [28].

Исследования полуколец многочленов
Выше нами было указано, что полукольца многочленов имеют важ-

ное значение с теоретической точки зрения, а особенно в связи с раз-
нообразными приложениями. Удивительным при этом оказывается тот
факт, что серьезных исследований полуколец многочленов крайне ма-
ло. Подтверждение этим словам является и почти полное неупоминание
многочленов в монографии Голана.
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Интересными в свете сказанного выглядят полученные М. В. Ба-
бенко новые результаты о полукольцах косых многочленов. Пусть S —
полукольцо, ϕ — эндоморфизм полукольца S, R = S[x, ϕ] — множество
всех многочленов от переменной x и с коэффициентами из S, записы-
ваемых слева от переменной x. Сложение + многочленов определяется
обычным образом, а умножение — исходя из правила xa = ϕ(a)x. С та-
кими операциями S[x, ϕ] становится полукольцом, которое называется
левым полукольцом косых многочленов.

Выше уже говорилось, что явный перенос теоремы Гильберта о ба-
зисе на полукольца не верен. Однако в работе Л. Дейла [29] были опре-
делены монические идеалы полукольца многочленов S[x] над коммута-
тивным полукольцом S; именно идеал J полукольца S[x] называется
моническим, если для любого многочлена из J любой его одночлен ле-
жит в J . Дейлом было доказано, что если коммутативное полукольцо
S нетерово, то полукольцо S[x] удовлетворяет условию обрыва возрас-
тающих цепей монических идеалов. Отметим, что в полукольце конеч-
но порожденность всех левых (правых) идеалов равносильна условию
обрыва возрастающих цепей левых (правых) идеалов [1, prop. 6.16].

Определим аналогичным образом монические односторонние идеа-
лы для произвольного полукольца многочленов, в частности для полу-
кольца косых многочленов, и договоримся их называть левыми и пра-
выми m-идеалами.

Теорема. Пусть ϕ — автоморфизм полукольца S. Тогда равносиль-
ны следующие утверждения:

1) S — нетерово слева (справа) полукольцо;
2) S[x, ϕ] не содержит бесконечной строго возрастающей цепи ле-

вых (правых) m-идеалов.
Описания левых и правых m-идеалов полукольца S[x, ϕ] основыва-

ются на их коэффициентных множествах и принципиально не отли-
чаются от случая полукольца S[x]. Интересным и важным является
выяснение строения главных m-идеалов.

Заметим, что в произвольном полукольце R = S[x, ϕ] косых мно-
гочленов имеются тривиальные главные левые m-идеалы — нулевой,
несобственный и порожденный одночленом xk. Вопрос о существова-
нии главного левого m-идеала, порожденного неодночленом, оказался
весьма непростым.

Через annl(A) = {s ∈ S : sA = 0} обозначим левый аннулятор
множества A ⊆ S. Полукольцо S называется риккартовым слева, ес-
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ли для любого a ∈ S найдется такой дополняемый идемпотент e ∈ S,
что annl(a) = Se; левым полукольцом Безу, если каждый его конечно
порожденный левый идеал является главным левым идеалом. Эндо-
морфизм ϕ полукольца S называется жестким, если aϕ(a) = 0 влечет
a = 0 для любого a ∈ S.

Теорема [30, предложение 1]. Пусть S — риккартово слева левое
полукольцо Безу, ϕ — инъективный жесткий эндоморфизм полукольца
S, ϕ(d) — обратимый в S элемент для каждого неделителя нуля d ∈ S,
R = S[x, ϕ]. Тогда:

1) если для любого i = 0, . . . , k − 1 выполнено

fi+1 ∈ annl(Sϕ
i(f0) + Sϕi−1(f1) + . . .+ Sfi),

то R(f0 + . . .+ fkx
k) — главный левый m-идеал полукольца R;

2) если L — главный левый m-идеал в R, то найдется такой много-
член f = f0 + . . .+ fkx

k, что L = Rf и fi+1 ∈ annl(Sϕ
i(f0) +Sϕi−1(f1) +

. . .+ Sfi) для всех i = 0, . . . , k − 1.
Конструкция построения главного m-идеала с нетривиальным об-

разующим многочленом, применяемая в доказательстве этой теоремы,
может быть перенесена на произвольное полукольцо многочленов при
условии, что полукольцо коэффициентов обладает нетривиальной ал-
геброй центральных дополняемых идемпотентов.

Решеточно упорядоченные полукольца
В монографии Голана [1, глава 21] под решеточно упорядоченным

полукольцом понимается полукольцо S с дополнительными решеточ-
ными операциями ∨ и ∧ и для любых a, b ∈ S выполняются условия
a+ b = a∨ b и ab ≤ a∧ b. Такое определение является достаточно узким,
под него попадают только аддитивно идемпотентные полукольца. Наи-
более общее определение решеточно упорядоченного полукольца мы по-
лучаем при почти дословном переносе с понятия l-кольца. Сейчас мы
остановимся на некотором промежуточном варианте, так называемых
drl-полукольцах.

Определение [31]. Алгебра (S,+, ·,−,∨,∧, 0) называется drl-полу-
кольцом, если выполняются следующие аксиомы:

1) (S,+, ·, 0) — полукольцо;
2) (S,∨,∧) — решетка с порядком ≤;
3) x− y — наименьший элемент z, такой, что y + z ≥ x;
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4) x+ y ∨ z = (x+ y)∨ (x+ z), x+ y ∧ z = (x+ y)∧ (x+ z) для любых
x, y, z ∈ S;

5) x(y − z) = xy − xz, (x− y)z = xz − yz для любых x, y, z ∈ S;
6) (x− y) ∨ 0 + y ≤ x ∨ y для любых x, y ∈ S;
7) xy ≥ 0 для любых 0 ≤ x, y ∈ S.
Это определение было дано в 1981 г. Ранго Рао на основе понятия

drl-полугруппы (dually residuated lattice ordered semigroup), введенного
в обиход К. Свами в 1965 г. [32].

Идеал drl-полукольца S, являющийся выпуклым множеством отно-
сительно решеточного порядка в S, называется l-идеалом. Произволь-
ная конгруэнция ρ на drl-полукольце S — это в точности отношение
Берна по l-идеалу J , причем J является классом нуля ρ.

Рассмотрим два важных l-идеала: L(S) = {a ∈ S : 0 − a = 0} —
l-идеал drl-полукольца S, являющийся положительно упорядоченным
drl-полукольцом с наименьшим элементом 0 и R(S) = {0− a : a ∈ S} —
всех аддитивно обратимых элементов из S. Их значение проявляется в
следующих теоремах о разложениях drl-полукольца.

Теорема [33, теорема 4.1]. Любое drl-полукольцо является пря-
мой суммой l-кольца и drl-полукольца с наименьшим элементом: S =

R(S)⊕ L(S).

Теорема [33, теорема 4.2]. drl-Полукольцо S есть прямая сумма
l-кольца и drl-полукольца с наименьшим и наибольшим элементами
тогда и только тогда, когда выполняется условие (∃i ∈ S)(∀a ∈ S)(a+

(i− a) = i+ i).

Решетка L называется брауэровой, если для любых ее элементов a, b
множество всех таких x ∈ L, что b ∨ x ≥ a, имеет наименьший элемент.

Теорема [33, теорема 4.3]. drl-Полукольцо S есть прямая сумма
l-кольца и брауэровой решетки в точности тогда, когда для любых
a, b, c ∈ S выполняется условие (a+ b)− (c+ c) = (a− c) + (b− c).

Теорема [33, теорема 4.4]. Пусть S — drl-полукольцо, удовлетво-
ряющее условиям (a + b) − (c + c) = (a − c) + (b − c) и (∃i ∈ S)(∀a ∈
S)(a+ (i− a) = i+ i). Тогда равносильны утверждения:

1) S есть прямая сумма l-кольца и булевой алгебры;
2) i− (i− a) = a для любого a ∈ S;
3) (i−a)∧a = ((i−a)∧a+ (i−a)∧a)− (i−a)∧a для любого a ∈ S.
Известно, что аддитивно сократимые полукольца (т. е. полукольца

с квазитождеством a+ c = b+ c⇒ a = b), и только они, вкладываются
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в кольца, в свои кольца разностей. В случае drl-полуколец ситуация
аналогичная.

Теорема [33, предложения 5.2 и 5.4]. Кольцо разностей R аддитив-
но сократимого drl-полукольца S является l-кольцом; решетки l-иде-
алов IdR и IdS изоморфны.

Теорема [33, предложения 6.1 и 6.2]. Любое drl-полутело являет-
ся линейно упорядоченным; каждое drl-полутело либо идемпотентно,
либо содержит drl-полуполе, изоморфное Q+.

Метод функциональных представлений в теории полуколец
Пучок, изначально — пучок абелевых групп, был открыт Ж. Лере в

1945 г. и со временем стал важным инструментом алгебраической топо-
логии. Кроме многочисленных применений пучков (теория категорий,
логика, нестандартный анализ и пр.) отметим метод функциональных
(пучковых) представлений алгебр. Пучок в теории представлений мож-
но считать обобщением конструкции алгебры непрерывных функций, а
в некоторых случаях, при факторных представлениях, — разложением
представляемой алгебры в подпрямое произведение.

За 60–90-е гг. прошлого столетия накопилось большое число резуль-
татов по представлениям колец, дистрибутивных решеток, почти-колец,
универсальных алгебр [34–37]. Это стало предпосылкой для развития
теории пучковых представлений полуколец. Были построены конкрет-
ные пучки полуколец и полумодулей, получены представления полуко-
лец и полумодулей их сечениями. Исследованы компактные представле-
ния, полнота представлений полуколец, другие вопросы общей теории
представлений [16; 23; 38; 39]. Найдены представления некоторых клас-
сов полутел [14; 16, Дополнение].

Среди результатов последних лет, связанных с этой тематикой, от-
метим полученные характеризации полуколец свойствами пирсовских
слоев (Р. В. Марков, М. В. Бабенко, В. В. Чермных) и развитие тео-
рии функциональных представлений drl-полуколец (О. В. Чермных,
В. В. Чермных).

Множество BS всех центральных дополняемых идемпотентов полу-
кольца S образует булево кольцо (относительно полукольцевого умно-
жения и с «подправленной» операцией сложения). Для любого макси-
мального идеала M из BS определяем конгруэнцию на полукольце S:

a ≡ b(mod ρM)⇔ ae = ba для некоторого e ∈ BS \M.
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Фактор-полукольца вида S/ρM называются пирсовскими слоями полу-
кольца S.

Теорема [40, предложение 9]. Для полукольца S равносильны сле-
дующие условия:

1) S — регулярное слабо симметрическое полукольцо, каждый идем-
потент которого является центральным дополняемым идемпотен-
том;

2) все пирсовские слои полукольца S являются полукольцами с де-
лением.

Результаты подобного типа были получены в [40; 41] для заменяе-
мых полуколец, полуколец без нильпотентных элементов, регулярных
полуколец с некоторыми дополнительными условиями, риккартовых,
бирегулярных полуколец.

Исследования пирсовских слоев полуколец было продолжено в ра-
ботах М. В. Бабенко и В. В. Чермных [30; 42] в классе полуколец мно-
гочленов, и особенно для полукольца косых многочленов. Своеобразие
полученных результатов, на наш взгляд, заключается в том, что за-
частую удается получить характеризацию полукольца многочленов в
терминах как пирсовских слоев полукольца многочленов, так и пирсов-
ских слоев полукольца коэффициентов. Как демонстрацию высказан-
ного приведем один из типичных наших результатов.

Теорема. Пусть ϕ — инъективный эндоморфизм полукольца S,
ϕ(e) = e для любого e ∈ BS. Тогда равносильны следующие условия:

1) R = S[x, ϕ] — риккартово слева или справа полукольцо без ниль-
потентных элементов;

2) каждый пирсовский слой полукольца R является полукольцом
без делителей нуля и annl(f) ∩ BR является главным идеалом кольца
BR для любого f ∈ R;

3) каждый пирсовский слой полукольца S является полукольцом без
делителей нуля и annl(a) ∩ BS является главным идеалом кольца BS
для любого a ∈ S;

4) S — риккартово слева или справа полукольцо без нильпотентных
элементов.

Пусть S — drl-полукольцо. Собственный l-идеал P drl-полукольца
S называется неприводимым, если A∩B ⊆ P влечет A ⊆ P или B ⊆ P

для любых l-идеалов A,B.
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На множестве IrrS всех неприводимых l-идеалов из S введем сто-
уновскую топологию. Открытыми множествами являются множества
вида D(A) = {P ∈ IrrS : A * P}, A — l-идеал.

Пусть P ∈ IrrS и U — открытое в IrrS подмножество. Положим:
0U = ∩{Q ∈ IrrS : Q ∈ U}, 0P = ∪{0V : V — открыто в IrrS и P ∈ V }.

Тогда получаем пучок drl-полуколец (Π(S), IrrS), где
Π(S) = ∪̇(S/0P ) по всем P ∈ IrrS.

Элемент произвольного drl-полукольца S, не лежащий ни в одном
собственном l-идеале из S, называется формальной единицей.

Теорема [43, теорема 1]. Для пучка (Π(S), IrrS) справедливы следу-
ющие утверждения:

1) S изоморфно drl-подполукольцу Ŝ drl-полукольца всех глобальных
сечений пучка Π, и drl-полукольцо всех глобальных сечений с компакт-
ными носителями лежит в Ŝ;

2) если S содержит формальную единицу, то S изоморфно drl-по-
лукольцу всех глобальных сечений пучка Π.

f-Полукольцом назовем drl-полукольцо, являющееся подпрямым
произведением линейно упорядоченных drl-полуколец.

Симметрической разностью называется элемент

x ∗ y = (x− y) ∨ (y − x) = x ∨ y − x ∧ y.

Элементы a, b ∈ S называются ортогональными, если |a| ∧ |b| = 0, где
|a| = a ∗ 0. Для любого подмножества A drl-полукольца S обозначим
через A∗ множество всех элементов из S ортогональных каждому эле-
менту из A.

Для неприводимого l-идеала P положим 0(P ) = {a ∈ S : a∗ * P}.
Получаем пучок f-полуколец: (L(S), IrrS) = (∪̇S/0(P ), IrrS).

Назовем f-полукольцо S гельфандовым, если для любых различных
максимальных l-идеаловM иN из S найдутся такие элементы a ∈M\N
и b ∈ N \M , что |a| ∧ |b| = 0.

Теорема [43, теорема 2]. Гельфандово f-полукольцо S с единицей 1

изоморфно f-полукольцу всех глобальных сечений пучка (L(S),MaxS);
каждый слой пучка является f-полукольцом с единственным макси-
мальным l-идеалом, а базисное пространство — компакт.

Изоморфные представления сечениями пучка (L(S), IrrS) получены
также для f -полуколец: риккартовых, бирегулярных и строго регуляр-
ных [43, теоремы 3, 4, 5].
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Собственный l-идеал P drl-полукольца S называется первичным, ес-
ли для любых l-идеалов I, J из S включение IJ ⊆ P влечет I ⊆ P или
J ⊆ P .

Пусть SpecS — первичный спектр drl-полукольца — пространство
всех первичных l-идеалов из S со стоуновской топологией. Для от-
крытого U ⊆ SpecS положим OU = ∩{P ∈ SpecS : P ∈ U} и для
P ∈ SpecS OP = ∪{OU : U — открытая окрестность точки P}. Тогда
получаем еще одну конструкцию пучка (Λ(S), SpecS) drl-полуколец со
слоями S/OP для каждого P ∈ SpecS.

drl-Полукольцо называется l-полупервичным, если пересечение всех
его первичных l-идеалов равно нулю.

Теорема [44, теорема 1]. Произвольное l-полупервичное drl-полу-
кольцо S с формальной единицей изоморфно drl-полукольцу всех гло-
бальных сечений пучка (Λ(S), SpecS).

Пусть сейчас S — произвольное drl-полукольцо. Назовем l-идеал A
дополняемым, если A+B = S, A ∩B = 0 для некоторого l-идеала B.

Множество всех дополняемых l-идеалов drl-полукольца S обозначим
через βS. Поскольку решетка IdS всех l-идеалов drl-полукольца S дис-
трибутивна, то βS будет булевой решеткой, но не обязательно подре-
шеткой решетки IdS.

Пространство Max βS булевой решетки βS является нульмерным
компактом, т. е. хаусдорфовым компактным пространством с базой из
открыто-замкнутых множеств.

ПустьM ∈ Max βS. Обозначим 0M = ∪{A ∈ βS : A ∈M}. Получаем
еще один пучок drl-полуколец со слоями S/0M , M ∈ Max βS}, который
обозначим через (Ψ(S),Max βS).

Теорема [44, теорема 2]. Произвольное drl-полукольцо S изоморфно
drl-полукольцу всех глобальных сечений пучка (Ψ(S),Max βS) неприво-
димых drl-полуколец.

Наконец, в [45] определяются компактные пучки drl-полуколец и
изучаются их свойства. В частности, описано строение неприводимых
и максимальных l-идеалов drl-полукольца сечений компактного пучка.
Получено описание компактного пучка f -полуколец в терминах непре-
рывного отображения его неприводимого (и максимального) спектра
на компакт [45, теорема 1]. В работе также содержится доказательство
того, что f -полукольцо является гельфандовым тогда и только тогда,
когда оно изоморфно полукольцу всех глобальных сечений компактного
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пучка f -полуколец с единственным максимальным идеалом [45, теоре-
ма 2].

Универсально-алгебраическое направление
Характерным результатом данного направления служит описание

минимальных многообразий полуколец, полученное С. В. Полиным [46].
Проиллюстрируем это направление на примере мультипликативно

идемпотентных полуколец [12; 17]. Полукольцо с идемпотентным умно-
жением (с тождеством xx = x) называется мультипликативно идемпо-
тентным. Мультипликативно идемпотентными полукольцами являют-
ся булевы кольца и дистрибутивные решетки. Полукольцо, являющееся
одновременно мультипликативно идемпотентным и аддитивно идемпо-
тентным (с тождеством x+x = x), называется просто идемпотентным.

Перечислим все двухэлементные мультипликативно идемпотентные
полукольца: поле Z2; дистрибутивная решетка B; идемпотентное моно-
полукольцо D = {a, 1}; мультипликативно идемпотентное полукольцо
T = {∞, 1} с константным сложением x+ y =∞; идемпотентное полу-
кольцо левых нулей L = {a, b}, т. е. полукольцо с тождеством xy = x;
идемпотентное полукольцо правых нулей R = {a, b}, т. е. полукольцо с
тождеством xy = y.

Собственный идеал J полукольца S называется: простым, если
∀a, b ∈ S(ab ∈ J ⇒ (a ∈ J или b ∈ J)); максимальным, если J ⊂ I

влечет I = S для любого идеала I в S.
Напомним, что дистрибутивная решетка с 1 6= 0, каждый элемент

a которой имеет дополнение b: a + b = 1 и ab = 0, называется булевой.
Дистрибутивная решетка S с нулем 0, в которой интервалы [0, a] = {s ∈
S : s ≤ a} являются булевыми решетками для любых a ∈ S, называется
обобщенной булевой решеткой.

Сформулируем ряд утверждений о структурных свойствах мульти-
пликативно идемпотентных полуколец.

Теорема [17, теорема 1.2.1]. Произвольное полукольцо S коммута-
тивно и мультипликативно идемпотентно тогда и только тогда, ко-
гда простые идеалы в S разделяют его элемент, т. е. для любых двух
неравных элементов полукольца S в нем существует простой идеал,
содержащий ровно один из этих элементов.

Следствие (теорема Биркгофа). Всякая дистрибутивная решет-
ка S изоморфна некоторой решетке множеств (множеств простых
идеалов в S).
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Теорема [17, предложение 3.3.2]. Любое конечнопорожденное муль-
типликативно идемпотентное полукольцо конечно.

Теорема [17, теорема 4.1.1]. Любое конечное мультипликативно
идемпотентное полукольцо с нулем разлагается в прямую сумму бу-
лева кольца и мультипликативно идемпотентного антикольца.

В главе 5 монографии [17] изучались свойства решетки L(M) все-
возможных подмногообразий многообразия M всех мультипликатив-
но идемпотентных полуколец. Доказано, что решетка L(M) счетная,
с псевдодополнениями, 0-дистрибутивная и немодулярная. В решетке
L(M) найдены все 64 псевдодополнения подмногообразий в M : относи-
тельно отношения включения они образуют булеву подрешетку в L(M).

Теорема [17, следствие 6.2.2]. Многообразие M(B,Z2,D,T) полуко-
лец, порожденное полукольцами B,Z2,D,T, задается одним тожде-
ством x+ 2xy + yz = x+ 2xz + yz.

Теорема [17, теорема 6.2.2]. Решетка подмногообразий многообра-
зия M(B,Z2,D,T) является 16-элементной булевой решеткой.

В параграфе 6.3 [17] описаны все 16 подмногообразий многообразия
M(B,Z2,D,T).

Теорема [47]. Решетка подмногообразий многообразия всех идем-
потентных полуколец является 78-элементной дистрибутивной ре-
шеткой.

Сформулируем два новых результата, полученных Е. М. Вечтомо-
вым и А. А. Петровым.

Теорема. Любое конгруэнц-простое мультипликативно идемпо-
тентное полукольцо с нулем изоморфно B или Z2.

Теорема. Произвольное коммутативное мультипликативно
идемпотентное полукольцо с нулем обладает свойством максималь-
ности простых идеалов тогда и только тогда, когда оно изоморфно
прямому произведению булева кольца и обобщенной булевой решетки.

Изучение полуколец специального вида
Коснемся нескольких важных тем.
Линейная алгебра над полукольцами
Теории матриц с коэффициентами из различных полуколец посвя-

щены докторские диссертации А. Э. Гутермана [48] и Я. Н. Шитова [49],
статьи Н. К. Кривулина [50; 51]. Исследовались разнообразные ранги
матриц над полукольцами, линейные и полукольцевые гомоморфизмы
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полуколец матриц. Эта тематика активно развивается, имеет многочис-
ленные приложения.

Идемпотентная математика

Большое влияние на направления развития теории полуколец оказы-
вают потребности решения практических задач — полукольца успешно
применяются в дискретной математике, компьютерной алгебре, идемпо-
тентном анализе, теории оптимального управления и других разделах
математики и ее приложениях.

Как пример отметим тропическую (идемпотентную) математику.
Это быстро развивающаяся область математики, которая связана с
изучением полуколец с идемпотентным сложением. Название «тропи-
ческая» появилось в честь бразильского математика венгерского про-
исхождения Имре Симона, исследовавшего тропическое полукольцо в
связи с вопросами информатики и теории оптимизации.

Первоначально тропическая математика развивалась в тесной свя-
зи с прикладными вопросами. Так, некоторые задачи оптимизации при
формулировке их на языке идемпотентных полуколец становятся более
удобными (например, с линейными ограничениями и целевой функци-
ей), и одно из важных направлений исследований тропической матема-
тики ориентировано на разработку эффективных методов решения как
для известных, так и новых оптимизационных задач. Одной из первых
работ по идемпотентной математике, по крайней мере в нашей стране,
была статья Н. Н. Воробьева 1967 года [52], в которой рассматривались
начала матричной и линейной алгебры над идемпотентными полуколь-
цами. Развитие идей тропической математики привело к интересным
теоретическим результатам. Отметим построение начал идемпотентной
линейной алгебры, исследование аналогов основных понятий «евклидо-
вой» геометрии, тропической алгебраической геометрии [53].

Основной вклад в развитие тропической математики (как теоре-
тических, так и прикладных направлений) принадлежит академику
В. П. Маслову и его школе [54–56]. Созданный ими идемпотентный ана-
лиз и идемпотентный функциональный анализ базируются на кванто-
вании (и деквантовании) Маслова — это логарифмические преобразова-
ния, восходящие еще к работам Э. Шредингера. Интересной, а для неко-
торых и проясняющей природу квантования Маслова, выглядит следу-
ющая аналогия: «. . .наряду с традиционной математикой (над полями)
возникает ее «тень» — идемпотентная математика. Эта тень соотно-
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сится с традиционной математикой примерно так же, как классическая
физика с квантовой теорией» [57].

Полукольца непрерывных функций
Они образуют класс полуколец, имеющих функционально-тополо-

гическую природу.
Классическим объектом функциональной алгебры служит кольцо

C(X) = C(X,R) всех непрерывных действительнозначных функций
на топологическом пространстве X с поточечно заданными операци-
ями сложения и умножения функций [58]. Кольцо C(X) является коль-
цом разностей как полукольца C+(X) = C(X,R+) всех непрерывных
неотрицательных функций на X, так и полуполя U(X) = C(X,P) всех
непрерывных положительных функций на X.

Если в полукольцах C+(X) и U(X) вместо обычной опера-
ции сложения взять операцию ∨ (max двух функций), сохранив
операцию умножения, то получим аддитивно идемпотентное по-
лукольцо C∨(X) = C(X,R∨) и аддитивно идемпотентное полуполе
U∨(X) = C(X,P∨). Полукольца C+(X) и C∨(X) будут положительными
полукольцами, т. е. в них элементы вида f + 1 и f ∨ 1 обратимы.

Начало систематическому исследованию полуколец C+(X) и полу-
полей U(X) положила статья 1998 г. [59]. Теории полуколец непрерыв-
ных функций посвящены двухтомная монография [60], обзорная рабо-
та [61], статьи [62; 63]. Изучение различных видов полуколец непрерыв-
ных функций продолжается и расширяется.

В книге [60] поставлены открытые вопросы для решения и дальней-
шего развития теории полуколец непрерывных функций; см. Задачи
9.31—9.32, 14.1 (эта задача уже решена В. В. Сидоровым), 14.97, 14.98,
16.14, 18.14—18.16, 19.5, 22.27, 41.2 и Заключение.

Полукольца с циклическим умножением
Рассматриваются циклические полукольца как с коммутативным,

так и с некоммутативным сложением.
Полукольцо S называется (мультипликативно) циклическим,

если его мультипликативная полугруппа является циклической
S = (a) = {1, a, . . . , am, . . .}. Для конечного циклического (k + n)-
элементного полукольца S = (a) имеем

S : 1, a, . . . , ak, ak+1, . . . , ak+n−1, где ak+n = ak

при k ≥ 0, n ≥ 0, k + n ≥ 2.
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Такие циклические полугруппа и полукольцо S = (a) имеют тип
(k, n) и образующую a. При n = 1 элемент ak будет поглощающим по
умножению, а при n ≥ 2 получаем цикл {ak, ak+1, . . . , ak+n−1}, являю-
щийся полуполем с некоммутативным сложением. Если k = 0, то S —
циклическое полуполе с некоммутативным сложением. Поэтому цикли-
ческие полукольца с коммутативным сложением имеют тип (k, 1).

С точностью до изоморфизма существуют четыре бесконечных цик-
лических полукольца. На бесконечной мультипликативной циклической
полугруппе S = (a) : 1 < a < . . . < am . . . зададим четыре операции сло-
жения: max и min относительно линейного порядка ≤; левое (x+y = x)

и правое (x+y = y). Получаем четыре циклических полукольца, первые
два из которых с идемпотентным коммутативным сложением, послед-
ние два — с идемпотентным некоммутативным сложением.

Проблема описания конечных циклических полуколец — это задача
нахождения всевозможных операций сложения на мультипликативной
циклической полугруппе S типа (k, n), превращающих S в полукольцо.
Эта задача оказалась совсем непростой.

Классификация конечных циклических полуколец с неидемпотент-
ным коммутативным сложением предложена в статье [64]. Новый метод
изучения конечных циклических полуколец с идемпотентным коммута-
тивным сложением предложен в статье [65].

Циклические полукольца с некоммутативным сложением исследова-
лись в работах [66; 67] в зависимости от условий идемпотентности или
неидемпотентности операции сложения. См. также обзор [68].

Мини-полукольца
Полукольца с небольшим числом элементов играют заметную роль

в теории полуколец как наглядные примеры, иллюстрирующие многие
специфические полукольцевые понятия и показывающие структурное
разнообразие класса полуколец.

С точностью до изоморфизма существует 10 двухэлементных полу-
колец, задаваемых таблицами Кэли операций сложения и умножения
на двухэлементном множестве {a, b}. Существуют 43 трехэлементных
мультипликативно идемпотентных полукольца [69] и 61 трехэлемент-
ное аддитивно идемпотентное полукольцо [70]. Для перечисления мини-
полуколец использовались компьютерные программы.

Наряду с конечными циклическими полукольцами мини-полукольца
с различными дополнительными условиями могут найти применение в
криптографии и теории кодирования.
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Summary
Vechtomov E. M., Chermnykh V. V. Main directions of the

development of the semiring theory
The article highlights and analyzes the main directions of formation

and development of Semiring Theory. The first ring-module direction
summarizes and extends the theory of rings and modules onto semirings
and semimodules over them. The next one is a universal algebraic direction
that is based on Universal Algebra and Group Theory. The third direction
is connected with study of special classes of semirings and is aimed at using
semirings within Mathematics, in Computer Sciences and in applications of
Mathematics. The first two directions contain investigating of the general
theory of semirings, building structural theories for certain important
and interesting classes of abstract semirings. The third direction includes
describing of finite semirings with certain conditions.

Keywords: semiring, semifield, semimodule, ring, distributive lattice,
development of Theory of Semirings.
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