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ПИРСОВСКИЕ СЛОИ ПОЛУКОЛЕЦ С НЕКОТОРЫМИ

УСЛОВИЯМИ КОНЕЧНОСТИ

М. В. Бабенко

Если ϕ — автоморфизм полукольца S, множество
центральных дополняемых идемпотентов BS конечно и
ϕ(e) = e для любого e ∈ BS, то полукольцо S нётерово
слева (справа) в точности тогда, когда каждый пирсовский
слой полукольца R = S[x, ϕ] удовлетворяет условию обры-
ва возрастающих цепей левых (правых) монических идеа-
лов и множество центральных дополняемых идемпотентов
каждого пирсовского слоя полукольца R конечно. Также
получены описания регулярных симметрических полуко-
лец и булевых полуколец в терминах пирсовских слоев по-
луколец косых многочленов.

Ключевые слова: полукольцо косых многочленов, мо-
нический идеал, пирсовский слой.

Введение
В статье исследуются полукольца косых многочленов и

их пирсовские слои. Под полукольцом мы понимаем алгеб-
раическую структуру 〈S,+, ·, 0, 1〉, которая является комму-
тативной полугруппой с нулем относительно сложения, по-
лугруппой с единицей относительно умножения, умножение
дистрибутивно справа и слева относительно сложения, нуль
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мультипликативен (т. е. справедливо условие a0 = 0 = 0a для
любого a ∈ S). Будем рассматривать полукольца с единицей,
отличной от нуля.

Пусть S — полукольцо, ϕ — эндоморфизм полукольца S,
сохраняющий единицу, S = S[x, ϕ] — множество всех много-
членов вида a0 + a1x+ . . .+ anx

n с переменной x и с коэффи-
циентами из S. Сложение + многочленов определяется обыч-
ным образом, а умножение — исходя из правила xs = ϕ(s)x.
Стандартно проверяется, что S[x, ϕ] является полукольцом,
которое называется левым полукольцом косых многочленов.

Полукольца косых многочленов являются обобщением
как колец косых многочленов, так и полуколец обычных
(некосых) многочленов. Кольца косых многочленов F [x, ϕ]
над телом F и его автоморфизмом ϕ впервые рассмотрел
О. Оре в [1]. Многие результаты исследования колец косых
многочленов изложены в [2; 3]. Полукольца многочленов рас-
сматривал Л. Дэйл в [4; 5]; в частности, им введены в оби-
ход полезные монические идеалы. Некоторые свойства ко-
лец многочленов A[x] с коэффициентами из кольца A имеют
место для колец косых многочленов A[x, ϕ], а также могут
быть перенесены и на полукольцевой случай. Также некото-
рые утверждения, доказанные для полукольца многочленов
S[x], будут справедливы и для «косого», случая. Но полной
аналогии между кольцами и полукольцами многочленов не
наблюдается. Например, кольцо многочленов, а также левое
кольцо косых многочленов над полем является кольцом глав-
ных идеалов [6, 15.1]. Но полукольцо многочленов над полу-
полем не будет полукольцом главных идеалов. Известно так-
же, что для полуколец не справедлива теорема Гильберта о
базисе [4].

В настоящей работе основной задачей является изучение
зависимостей между алгебраическими свойствами полуколь-
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ца косых многочленов и свойствами полукольца его коэф-
фициентов. Одним из инструментов, позволяющих выявить
целый ряд таких свойств, являются пирсовские пучки.

Пирсовский пучок ввел в рассмотрение Р. С. Пирс в 1967
году [7]. Он доказал, что любое кольцо изоморфно кольцу гло-
бальных сечений своего пирсовского пучка. Это позволило
использовать пирсовский пучок в изучении алгебраических
свойств колец [8–10]. А. А. Туганбаев использовал пирсов-
ские пучки для выявления связей свойств колец косых мно-
гочленов и их пирсовских слоев [6, гл. 15]. В. В. Чермных
в [11] доказал изоморфность пирсовского представления для
полукольцевого аналога пирсовского пучка, что в дальней-
шем позволило получить характеризацию полуколец через
свойства их пирсовских слоев [12; 13].

В нашей статье показано, что использование пирсовских
пучков позволяет в некоторых случаях получить характери-
зацию полукольца S через свойства пирсовских слоев этого
полукольца, а также через свойства пирсовских слоев полу-
кольца косых многочленов с коэффициентами из S.

Основными результатами статьи являются теоремы 1 и 2.
Теорема 1. Пусть ϕ — инъективный эндоморфизм по-

лукольца S, ϕ(e) = e для любого e ∈ BS и R = S[x, ϕ]. Тогда
справедливы утверждения:

1) если S — регулярное слабо симметрическое полуколь-
цо, любой идемпотент которого является централь-
ным дополняемым идемпотентом, то каждый пирсов-
ский слой полукольца R является полукольцом без де-
лителей нуля, в котором каждый левый m-идеал яв-
ляется главным;

2) если S — булево полукольцо, то каждый пирсовский
слой полукольца R является антикольцом без делите-
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лей нуля, в котором каждый левый m-идеал является
главным.

При доказательстве этого результата активно использу-
ются монические идеалы (m-идеалы), предложенные Л. Дэй-
лом [4; 14]

Левый идеал A полукольца R называется левым m-
идеалом, если f0 + f1x + . . . + fkx

k ∈ A влечет fixi ∈ A для
всех i = 0, . . . , k. Аналогично определяется правый m-идеал.

Рассмотрим схему описания левых m-идеалов. Пусть ϕ —
эндоморфизм полукольца S. Назовем последовательность ле-
вых идеалов L0, L1, . . . из S левой ϕ-цепью, если для лю-
бого целого неотрицательного i выполняется ϕ(Li) ⊆ Li+1.
Заметим, что для произвольного левого идеала B полуколь-
ца S[x, ϕ] множество его левых коэффициентных идеалов
Bi = {si ∈ S : найдется многочлен . . .+six

i+ . . . ∈ B} обра-
зует ϕ-цепь. Произвольная левая ϕ-цепь L0, L1, . . . полуколь-
ца S задает левый m-идеал L∗ = {

∑
aix

i ∈ S[x, ϕ] : ai ∈ Li}.
Кроме того, каждый левый m-идеал задается некоторой ле-
вой ϕ-цепью, в качестве которой можно взять множество его
коэффициентных левых идеалов. Похожим образом описыва-
ются правые m-идеалы полукольца S[x, ϕ].

С помощью монических идеалов Дэйл доказал полуколь-
цевой аналог теоремы Гильберта о базисе: коммутативное
полукольцо A нётерово в точности тогда, когда A[x] удо-
влетворяет условию обрыва возрастающих цепочек мони-
ческих идеалов [5, theorem 4.2.].

Использование аппарата m-идеалов позволяет доказать
второй основной результат нашей статьи.

Теорема 2. Пусть ϕ — автоморфизм полукольца S,
ϕ(e) = e для любого e ∈ BS, множество BS конечно. То-
гда полукольцо S нётерово слева (справа) в точности то-
гда, когда каждый пирсовский слой полукольца R = S[x, ϕ]
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удовлетворяет условию обрыва возрастающих цепей левых
(правых) m-идеалов и множество центральных дополняе-
мых идемпотентов каждого пирсовского слоя полукольца R
конечно.

1. Первоначальные понятия
Идемпотентом полукольца S называется элемент e ∈ S,

такой, что e = e2. Идемпотент e полукольца S называет-
ся дополняемым, если для некоторого e⊥ ∈ S выполняется
e + e⊥ = 1 и ee⊥ = 0. Если при этом идемпотент e является
центральным (т. е. выполняется se = es для любого s ∈ S),
то его дополнение e⊥ задается однозначно и также является
центральным дополняемым идемпотентом. Множество всех
центральных дополняемых идемпотентов полукольца S бу-
дем обозначать через BS. Со сложением e⊕ f = ef⊥+ e⊥f и
обычным полукольцевым умножением получаем булево коль-
цо 〈BS,⊕, ·〉.

Пусть M — максимальный идеал кольца BS. Введем на
полукольце S отношение

a ≡ b(ρM)⇔ ae⊥ = be⊥ для некоторого e ∈M.

Это отношение является конгруэнцией на полукольце S, кото-
рая называется пирсовской конгруэнцией. Факторполуколь-
цо S/ρM по пирсовской конгруэнции называется пирсовским
слоем полукольца S.

Множество MaxBS всех максимальных идеалов кольца
BS со стоуновской топологией образует пространство, явля-
ющееся нульмерным компактом (компактным хаусдорфовым
пространством с базой открыто-замкнутых множеств). Мно-
жества D(A) = {M ∈ MaxBS : M + A} для произвольного
идеала A кольца BS являются открытыми, а множества вида
D(e), e ∈ BS, образуют базис открыто-замкнутых множеств.
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Пирсовский пучок — это пара (P (S),MaxBS), где
P (S) = ∪̇S/αM — топологическое накрывающее простран-
ство, являющееся дизъюнктным объединением всех пирсов-
ских слоев полукольца S.

Непрерывные отображения из MaxBS в P (S) (каждая
точка M ∈ MaxBS отображается в «свой» пирсовский
слой S/αM) называются глобальными сечениями. Глобаль-
ные сечения пирсовского пучка исчерпываются сечениями ви-
да ŝ, s ∈ S, где ŝ(M) — класс элемента s в слое S/αM . Пирсов-
ские пучки применяются к исследованию алгебр посредством
теорем о представлениях: каждое кольцо (полукольцо) с еди-
ницей изоморфно кольцу (соответственно, полукольцу) всех
глобальных сечений своего пирсовского пучка [7, theorem 4.4;
11, теорема 3].

Полукольцо, в котором каждый ненулевой элемент обра-
тим, называется полукольцом с делением; полукольцо с де-
лением, не являющееся телом, называется полутелом. Полу-
кольцо без ненулевых аддитивно обратимых элементов назы-
вается антикольцом.

Полукольцо S называется arp-полукольцом, если оно ре-
гулярно (для любого a ∈ S разрешимо уравнение axa = a),
положительно (элемент a+1 обратим в S для любого a ∈ S)
и каждый его идемпотент e централен; arp-полукольцо на-
зывается булевым, если каждый его идемпотент дополняем.
Со структурной теорией arp-полуколец можно познакомить-
ся в [15], пучковые представления arp-полуколец рассмотре-
ны в [16, §5.3].

2. Доказательство теоремы 1
Отметим, что факторполукольцо антикольца не обяза-

тельно будет антикольцом. Например, пусть N — полукольцо
целых неотрицательных чисел, ∼m — отношение сравнимости
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по модулю m. Тогда N/ ∼m изоморфно кольцу вычетов Zm.
Однако пирсовские слои антикольца будут антикольцами.

Лемма 1. Равносильны следующие условия:

1) S — антикольцо;

2) S[x, ϕ] — антикольцо;

3) каждый пирсовский слой полукольца S является ан-
тикольцом;

4) каждый пирсовский слой полукольца S[x, ϕ] является
антикольцом.

Доказательство. 1)⇒ 2). Предположим, что f + g = 0 для
некоторых ненулевых многочленов. Пусть fi, gj — их млад-
шие ненулевые коэффициенты. Тогда i = j и из fi + gi = 0
получаем противоречие.

2)⇒ 1). S будет антикольцом, поскольку является подпо-
лукольцом антикольца S[x, ϕ].

1)⇒ 3). Пусть ā, b̄ ∈ S/αM — пирсовский слой и ā+ b̄ = 0̄.
Тогда (a+ b)e = 0 для некоторого e ∈ BS \M . Из ae+ be = 0
получаем ae = be = 0, откуда ā = b̄ = 0̄.

3) ⇒ 1). Пусть a + b = 0 для a, b ∈ S. То-
гда â(M) + b̂(M) = 0̂(M) в каждом пирсовском слое S/αM .
В силу условия получаем â(M) = 0̂(M) для каждо-
гоM ∈ MaxBS. Но тогда â — нулевое сечение, поэтому a = 0
по [16, теорема 4.2.13].

2)⇔ 4). Очевидно.

Лемма 2. Пусть ϕ — инъективный эндоморфизм полу-
кольца S, R = S[x, ϕ], ϕ(e) = e для любого e ∈ BS, M —
максимальный идеал из BS. Тогда справедливы утвержде-
ния:
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1) множество BR всех центральных дополняемых идем-
потентов полукольца R совпадает с множеством BS
всех центральных дополняемых идемпотентов полу-
кольца S;

2) ϕ индуцирует инъективный эндоморфизм ϕ̄ пирсовско-
го слоя R/ρM и R/ρM ∼= (S/αM)[x, ϕ̄].

Доказательство. 1) Схема доказательства совпадает со схе-
мой доказательства соответствующего кольцевого утвержде-
ния (см., например, [6, утверждение 15.4, пункт 2)]).

2) Непосредственно проверяется, что для ā ∈ R/ρM
правило ϕ̄(ā) = ϕ(a) задает инъективный эндомор-
физм ϕ̄ пирсовского слоя R/ρM . Если f(x) ∈ R/ρM для
f = f0 + . . .+ fkx

k ∈ R, и f̄i — класс элемента fi в S/αM , то
соответствие f(x) 7→ f̄0 + . . .+ f̄kx

k определяет искомый изо-
морфизм.

Полукольцо называется слабо симметрическим, если для
любых a, b, c, d ∈ S выполняется bc = bd⇔ cb = db.

Доказательство теоремы 1
1) Пусть S — полукольцо, указанное в формулировке.

По предложению 9 [12] каждый пирсовский слой S/αM по-
лукольца S является полукольцом с делением. Покажем,
что (S/αM)[x, ϕ̄] — полукольцо без делителей нуля. Пусть
f = fix

i + . . . , g = gjx
j + . . . — такие ненулевые многочлены

из (S/αM)[x, ϕ̄], что fg = 0 и fi, gj 6= 0 — их младшие коэф-
фициенты. Тогда fiϕ̄i(gj) = 0. Случай i = 0 влечет figj = 0,
поэтому невозможен. Если i 6= 0, то ϕ̄i(gj) = 0, откуда
ϕ̄(a) = 0 для некоторого a 6= 0. Тогда ϕ̄(1) = ϕ̄(a−1)ϕ̄(a) = 0,
противоречие, поскольку произвольный пирсовский слой яв-
ляется полукольцом с ненулевой единицей, а эндоморфизм ϕ̄
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сохраняет единицу. Обозначим через F полукольцо с деле-
нием S/αM , и пусть B — произвольный ненулевой левый m-
идеал полукольца F [x, ϕ̄]. Соответствующая ему ϕ̄-цепь ле-
вых коэффициентных идеалов имеет вид либо F, F, . . ., либо
0, . . . , 0, F, F, . . . с первым идеалом F на k-ом месте. В пер-
вом случае B = F [x, ϕ̄], во втором B = (xk−1), и B — главный
левый идеал. Применение леммы 2, пункт 2, завершает дока-
зательство.

2) По предложению 10 и лемме 7 [12] все пирсовские слои
S/αM полукольца S являются антикольцами с делением. Да-
лее доказательство аналогично 1 с учетом леммы 1.

3. Характеризация нётеровых полуколец

Нётерово слева полукольцо S определяется как полуколь-
цо, удовлетворяющее условию обрыва возрастающих цепей
левых идеалов. Как и для колец, это равносильно конечной
порожденности его левых идеалов [18, prop. 6.16]. Пирсов-
ские слои нётерова слева полукольца являются нётеровыми
слева. Обратное не верно. Рассмотрим булеан бесконечного
множества. В зависимости от задания аддитивной операции
его можно представить либо как булеву решетку, либо как
булево кольцо. В обоих случаях пирсовские слои будут состо-
ять из двух элементов. Поскольку множество всех конечных
подмножеств из этого полукольца образует идеал, не являю-
щийся конечно порожденным, то получаем, что нётеровость
(и даже конечность) пирсовских слоев полукольца S не вле-
чет нётеровости S.

Предложение 1. Полукольцо S нётерово слева (справа)
в точности тогда, когда все пирсовские слои полукольца S
нётеровы слева (справа) и S — полукольцо с конечным мно-
жеством центральных дополняемых идемпотентов.
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Доказательство. Пусть BS — бесконечная булева алгебра
центральных дополняемых идемпотентов. Известно (см., на-
пример, [17, §4, с. 238]), что условие обрыва возрастающих
цепей в булевой алгебре влечет ее конечность. Поэтому в BS
существует бесконечная возрастающая цепь e1 < e2 < . . .,
и тогда e1S ⊂ e2S ⊂ . . . — бесконечная возрастающая цепь
идеалов в полукольце S. Показали, что нётеровость S влечет
конечность BS. Очевидно, что факторполукольцо нётерового
полукольца нётерово.

Обратно, пусть множество BS конечно,
MaxBS = {M1, . . . ,Mk} и каждый пирсовский слой
S/αi, i = 1, . . . , k, — нётерово слева полукольцо. Пусть
A — произвольный левый идеал полукольца S. Образ A
при естественном эпиморфизме на слой S/αi является
левым идеалом Ai с образующими âi1(Mi), . . . , âin(Mi) для
некоторых элементов aij ∈ S. Для удобства записи будем
считать, что системы образующих âij(Mi) левых идеалов Ai

состоят из одинакового числа элементов, независимо от слоя
S/αi; этого можно добиться, добавив при необходимости в
системы образующих нулевые элементы.

Покажем, что множество T = {aij : 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n}
порождает левый идеал A. Пусть a ∈ A. Тогда â(Mi) =
(ŝi1âi1 + . . . + ŝinâin)(Mi) = âi(Mi). По свойствам пучков се-
чения â и âi совпадают на некоторой открытой окрестности
Ui точки Mi. Нульмерность базисного пространства MaxBS
позволяет выбрать окрестности открыто-замкнутыми, а ко-
нечность — считать их попарно не пересекающимися. Итак,
пусть имеется разбиение MaxBS на V1, . . . , Vm и соответству-
ющее им множество элементов:

Ta = {a′11, . . . , a′1n, . . . , a′m1, . . . , a
′
mn} ⊆ T.
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Пусть

χi =

{
1̂ на Vi
0̂ на MaxBS \ Vi

есть характеристическое сечение открыто-замкнутого мно-
жества Vi, и пусть ti ∈ S — такой элемент, что глобаль-
ные сечения t̂i и χi совпадают. Непосредственно проверяется,
что глобальное сечение â совпадает с глобальным сечением
элемента

∑m
i=1

∑n
j=1 tis

′
ija
′
ij. Пирсовское представление про-

извольного полукольца изоморфно [16, теорема 4.2.13], по-
этому a =

∑m
i=1

∑n
j=1 tis

′
ija
′
ij. Получили, что произвольный

элемент выражается через представителей конечного множе-
ства T , поэтому полукольцо S — нётерово слева.

Случай правой нётеровости доказывается точно так же.

Известно, что теорема Гильберта о базисе не верна в клас-
се полуколец. Л. Дэйлом [4] была предложена следующая ха-
рактеризация нётеровых полуколец: коммутативное полу-
кольцо S нётерово ⇔ S[x] не содержит бесконечной строго
возрастающей цепи m-идеалов.

Адаптация идей доказательства теоремы Дэйла позволяет
получить следующий результат.

Лемма 3. Пусть ϕ — автоморфизм полукольца S. Тогда
равносильны следующие утверждения:

1) S — нётерово слева (справа) полукольцо;

2) S[x, ϕ] не содержит бесконечной строго возрастаю-
щей цепи левых (правых) m-идеалов.

Доказательство теоремы 2
Рассмотрим левосторонний случай, для правых идеалов

рассуждения не изменятся.
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В классе полуколец с конечными множествами централь-
ных дополняемых идемпотентов левая нётеровость полуколь-
ца S равносильна левой нётеровости всех пирсовских слоев
S/αM по предложению 1.

Далее, полукольцо S/αM нётерово слева тогда и толь-
ко тогда, когда полукольцо (S/αM)[x, ϕ̄] удовлетворяет усло-
вию обрыва возрастающих цепей левых m-идеалов по лем-
ме 3, а по лемме 2, пункт 2), этому же условию удовле-
творяет и соответствующий пирсовский слой R/ρM . Из нё-
теровости полукольца S/αM следует конечность множества
B(S/αM), и тогда по лемме 2, пункт 1) — конечность мно-
жества B((S/αM)[x, ϕ̄]). По лемме 2, пункт 2) получаем,
что множество центральных дополняемых идемпотентов слоя
R/ρM также является конечным. Верно и обратное, конеч-
ность B(R/ρM) влечет конечность B((S/αM([x, ϕ̄]), а это —
конечность B(S/αM).
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Summary
Babenko M. V. Pierce stalks of semirings with some

finiteness conditions
Let ϕ be an automorphism of the semiring S, the set of

central complemented idempotents BS be finite, ϕ(e) = e for
any e ∈ BS, and R = S[x, ϕ] be skew polynomial semiring. Then
S is Noetherian iff every Pierce stalk of the semiring R satisfies
ascending chain condition of monic ideals and the set of all central
complemented idempotents of every Pierce stalk is finite. We also
obtain a description of regular symmetric semirings and Boolean
semirings in terms of Pierce stalks of skew polynomial semirings.
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