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ПИРСОВСКИЕ СЛОИ ПОЛУКОЛЕЦ С НЕКОТОРЫМИ

УСЛОВИЯМИ КОНЕЧНОСТИ

М. В. Бабенко

Если ϕ — автоморфизм полукольца S, множество
центральных дополняемых идемпотентов BS конечно и
ϕ(e) = e для любого e ∈ BS, то полукольцо S нётерово
слева (справа) в точности тогда, когда каждый пирсовский
слой полукольца R = S[x, ϕ] удовлетворяет условию обры-
ва возрастающих цепей левых (правых) монических идеа-
лов и множество центральных дополняемых идемпотентов
каждого пирсовского слоя полукольца R конечно. Также
получены описания регулярных симметрических полуко-
лец и булевых полуколец в терминах пирсовских слоев по-
луколец косых многочленов.

Ключевые слова: полукольцо косых многочленов, мо-
нический идеал, пирсовский слой.

Введение
В статье исследуются полукольца косых многочленов и

их пирсовские слои. Под полукольцом мы понимаем алгеб-
раическую структуру 〈S,+, ·, 0, 1〉, которая является комму-
тативной полугруппой с нулем относительно сложения, по-
лугруппой с единицей относительно умножения, умножение
дистрибутивно справа и слева относительно сложения, нуль
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мультипликативен (т. е. справедливо условие a0 = 0 = 0a для
любого a ∈ S). Будем рассматривать полукольца с единицей,
отличной от нуля.

Пусть S — полукольцо, ϕ — эндоморфизм полукольца S,
сохраняющий единицу, S = S[x, ϕ] — множество всех много-
членов вида a0 + a1x+ . . .+ anx

n с переменной x и с коэффи-
циентами из S. Сложение + многочленов определяется обыч-
ным образом, а умножение — исходя из правила xs = ϕ(s)x.
Стандартно проверяется, что S[x, ϕ] является полукольцом,
которое называется левым полукольцом косых многочленов.

Полукольца косых многочленов являются обобщением
как колец косых многочленов, так и полуколец обычных
(некосых) многочленов. Кольца косых многочленов F [x, ϕ]
над телом F и его автоморфизмом ϕ впервые рассмотрел
О. Оре в [1]. Многие результаты исследования колец косых
многочленов изложены в [2; 3]. Полукольца многочленов рас-
сматривал Л. Дэйл в [4; 5]; в частности, им введены в оби-
ход полезные монические идеалы. Некоторые свойства ко-
лец многочленов A[x] с коэффициентами из кольца A имеют
место для колец косых многочленов A[x, ϕ], а также могут
быть перенесены и на полукольцевой случай. Также некото-
рые утверждения, доказанные для полукольца многочленов
S[x], будут справедливы и для «косого», случая. Но полной
аналогии между кольцами и полукольцами многочленов не
наблюдается. Например, кольцо многочленов, а также левое
кольцо косых многочленов над полем является кольцом глав-
ных идеалов [6, 15.1]. Но полукольцо многочленов над полу-
полем не будет полукольцом главных идеалов. Известно так-
же, что для полуколец не справедлива теорема Гильберта о
базисе [4].

В настоящей работе основной задачей является изучение
зависимостей между алгебраическими свойствами полуколь-
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ца косых многочленов и свойствами полукольца его коэф-
фициентов. Одним из инструментов, позволяющих выявить
целый ряд таких свойств, являются пирсовские пучки.

Пирсовский пучок ввел в рассмотрение Р. С. Пирс в 1967
году [7]. Он доказал, что любое кольцо изоморфно кольцу гло-
бальных сечений своего пирсовского пучка. Это позволило
использовать пирсовский пучок в изучении алгебраических
свойств колец [8–10]. А. А. Туганбаев использовал пирсов-
ские пучки для выявления связей свойств колец косых мно-
гочленов и их пирсовских слоев [6, гл. 15]. В. В. Чермных
в [11] доказал изоморфность пирсовского представления для
полукольцевого аналога пирсовского пучка, что в дальней-
шем позволило получить характеризацию полуколец через
свойства их пирсовских слоев [12; 13].

В нашей статье показано, что использование пирсовских
пучков позволяет в некоторых случаях получить характери-
зацию полукольца S через свойства пирсовских слоев этого
полукольца, а также через свойства пирсовских слоев полу-
кольца косых многочленов с коэффициентами из S.

Основными результатами статьи являются теоремы 1 и 2.
Теорема 1. Пусть ϕ — инъективный эндоморфизм по-

лукольца S, ϕ(e) = e для любого e ∈ BS и R = S[x, ϕ]. Тогда
справедливы утверждения:

1) если S — регулярное слабо симметрическое полуколь-
цо, любой идемпотент которого является централь-
ным дополняемым идемпотентом, то каждый пирсов-
ский слой полукольца R является полукольцом без де-
лителей нуля, в котором каждый левый m-идеал яв-
ляется главным;

2) если S — булево полукольцо, то каждый пирсовский
слой полукольца R является антикольцом без делите-
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лей нуля, в котором каждый левый m-идеал является
главным.

При доказательстве этого результата активно использу-
ются монические идеалы (m-идеалы), предложенные Л. Дэй-
лом [4; 14]

Левый идеал A полукольца R называется левым m-
идеалом, если f0 + f1x + . . . + fkx

k ∈ A влечет fixi ∈ A для
всех i = 0, . . . , k. Аналогично определяется правый m-идеал.

Рассмотрим схему описания левых m-идеалов. Пусть ϕ —
эндоморфизм полукольца S. Назовем последовательность ле-
вых идеалов L0, L1, . . . из S левой ϕ-цепью, если для лю-
бого целого неотрицательного i выполняется ϕ(Li) ⊆ Li+1.
Заметим, что для произвольного левого идеала B полуколь-
ца S[x, ϕ] множество его левых коэффициентных идеалов
Bi = {si ∈ S : найдется многочлен . . .+six

i+ . . . ∈ B} обра-
зует ϕ-цепь. Произвольная левая ϕ-цепь L0, L1, . . . полуколь-
ца S задает левый m-идеал L∗ = {

∑
aix

i ∈ S[x, ϕ] : ai ∈ Li}.
Кроме того, каждый левый m-идеал задается некоторой ле-
вой ϕ-цепью, в качестве которой можно взять множество его
коэффициентных левых идеалов. Похожим образом описыва-
ются правые m-идеалы полукольца S[x, ϕ].

С помощью монических идеалов Дэйл доказал полуколь-
цевой аналог теоремы Гильберта о базисе: коммутативное
полукольцо A нётерово в точности тогда, когда A[x] удо-
влетворяет условию обрыва возрастающих цепочек мони-
ческих идеалов [5, theorem 4.2.].

Использование аппарата m-идеалов позволяет доказать
второй основной результат нашей статьи.

Теорема 2. Пусть ϕ — автоморфизм полукольца S,
ϕ(e) = e для любого e ∈ BS, множество BS конечно. То-
гда полукольцо S нётерово слева (справа) в точности то-
гда, когда каждый пирсовский слой полукольца R = S[x, ϕ]
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удовлетворяет условию обрыва возрастающих цепей левых
(правых) m-идеалов и множество центральных дополняе-
мых идемпотентов каждого пирсовского слоя полукольца R
конечно.

1. Первоначальные понятия
Идемпотентом полукольца S называется элемент e ∈ S,

такой, что e = e2. Идемпотент e полукольца S называет-
ся дополняемым, если для некоторого e⊥ ∈ S выполняется
e + e⊥ = 1 и ee⊥ = 0. Если при этом идемпотент e является
центральным (т. е. выполняется se = es для любого s ∈ S),
то его дополнение e⊥ задается однозначно и также является
центральным дополняемым идемпотентом. Множество всех
центральных дополняемых идемпотентов полукольца S бу-
дем обозначать через BS. Со сложением e⊕ f = ef⊥+ e⊥f и
обычным полукольцевым умножением получаем булево коль-
цо 〈BS,⊕, ·〉.

Пусть M — максимальный идеал кольца BS. Введем на
полукольце S отношение

a ≡ b(ρM)⇔ ae⊥ = be⊥ для некоторого e ∈M.

Это отношение является конгруэнцией на полукольце S, кото-
рая называется пирсовской конгруэнцией. Факторполуколь-
цо S/ρM по пирсовской конгруэнции называется пирсовским
слоем полукольца S.

Множество MaxBS всех максимальных идеалов кольца
BS со стоуновской топологией образует пространство, явля-
ющееся нульмерным компактом (компактным хаусдорфовым
пространством с базой открыто-замкнутых множеств). Мно-
жества D(A) = {M ∈ MaxBS : M + A} для произвольного
идеала A кольца BS являются открытыми, а множества вида
D(e), e ∈ BS, образуют базис открыто-замкнутых множеств.
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Пирсовский пучок — это пара (P (S),MaxBS), где
P (S) = ∪̇S/αM — топологическое накрывающее простран-
ство, являющееся дизъюнктным объединением всех пирсов-
ских слоев полукольца S.

Непрерывные отображения из MaxBS в P (S) (каждая
точка M ∈ MaxBS отображается в «свой» пирсовский
слой S/αM) называются глобальными сечениями. Глобаль-
ные сечения пирсовского пучка исчерпываются сечениями ви-
да ŝ, s ∈ S, где ŝ(M) — класс элемента s в слое S/αM . Пирсов-
ские пучки применяются к исследованию алгебр посредством
теорем о представлениях: каждое кольцо (полукольцо) с еди-
ницей изоморфно кольцу (соответственно, полукольцу) всех
глобальных сечений своего пирсовского пучка [7, theorem 4.4;
11, теорема 3].

Полукольцо, в котором каждый ненулевой элемент обра-
тим, называется полукольцом с делением; полукольцо с де-
лением, не являющееся телом, называется полутелом. Полу-
кольцо без ненулевых аддитивно обратимых элементов назы-
вается антикольцом.

Полукольцо S называется arp-полукольцом, если оно ре-
гулярно (для любого a ∈ S разрешимо уравнение axa = a),
положительно (элемент a+1 обратим в S для любого a ∈ S)
и каждый его идемпотент e централен; arp-полукольцо на-
зывается булевым, если каждый его идемпотент дополняем.
Со структурной теорией arp-полуколец можно познакомить-
ся в [15], пучковые представления arp-полуколец рассмотре-
ны в [16, §5.3].

2. Доказательство теоремы 1
Отметим, что факторполукольцо антикольца не обяза-

тельно будет антикольцом. Например, пусть N — полукольцо
целых неотрицательных чисел, ∼m — отношение сравнимости
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по модулю m. Тогда N/ ∼m изоморфно кольцу вычетов Zm.
Однако пирсовские слои антикольца будут антикольцами.

Лемма 1. Равносильны следующие условия:

1) S — антикольцо;

2) S[x, ϕ] — антикольцо;

3) каждый пирсовский слой полукольца S является ан-
тикольцом;

4) каждый пирсовский слой полукольца S[x, ϕ] является
антикольцом.

Доказательство. 1)⇒ 2). Предположим, что f + g = 0 для
некоторых ненулевых многочленов. Пусть fi, gj — их млад-
шие ненулевые коэффициенты. Тогда i = j и из fi + gi = 0
получаем противоречие.

2)⇒ 1). S будет антикольцом, поскольку является подпо-
лукольцом антикольца S[x, ϕ].

1)⇒ 3). Пусть ā, b̄ ∈ S/αM — пирсовский слой и ā+ b̄ = 0̄.
Тогда (a+ b)e = 0 для некоторого e ∈ BS \M . Из ae+ be = 0
получаем ae = be = 0, откуда ā = b̄ = 0̄.

3) ⇒ 1). Пусть a + b = 0 для a, b ∈ S. То-
гда â(M) + b̂(M) = 0̂(M) в каждом пирсовском слое S/αM .
В силу условия получаем â(M) = 0̂(M) для каждо-
гоM ∈ MaxBS. Но тогда â — нулевое сечение, поэтому a = 0
по [16, теорема 4.2.13].

2)⇔ 4). Очевидно.

Лемма 2. Пусть ϕ — инъективный эндоморфизм полу-
кольца S, R = S[x, ϕ], ϕ(e) = e для любого e ∈ BS, M —
максимальный идеал из BS. Тогда справедливы утвержде-
ния:
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1) множество BR всех центральных дополняемых идем-
потентов полукольца R совпадает с множеством BS
всех центральных дополняемых идемпотентов полу-
кольца S;

2) ϕ индуцирует инъективный эндоморфизм ϕ̄ пирсовско-
го слоя R/ρM и R/ρM ∼= (S/αM)[x, ϕ̄].

Доказательство. 1) Схема доказательства совпадает со схе-
мой доказательства соответствующего кольцевого утвержде-
ния (см., например, [6, утверждение 15.4, пункт 2)]).

2) Непосредственно проверяется, что для ā ∈ R/ρM
правило ϕ̄(ā) = ϕ(a) задает инъективный эндомор-
физм ϕ̄ пирсовского слоя R/ρM . Если f(x) ∈ R/ρM для
f = f0 + . . .+ fkx

k ∈ R, и f̄i — класс элемента fi в S/αM , то
соответствие f(x) 7→ f̄0 + . . .+ f̄kx

k определяет искомый изо-
морфизм.

Полукольцо называется слабо симметрическим, если для
любых a, b, c, d ∈ S выполняется bc = bd⇔ cb = db.

Доказательство теоремы 1
1) Пусть S — полукольцо, указанное в формулировке.

По предложению 9 [12] каждый пирсовский слой S/αM по-
лукольца S является полукольцом с делением. Покажем,
что (S/αM)[x, ϕ̄] — полукольцо без делителей нуля. Пусть
f = fix

i + . . . , g = gjx
j + . . . — такие ненулевые многочлены

из (S/αM)[x, ϕ̄], что fg = 0 и fi, gj 6= 0 — их младшие коэф-
фициенты. Тогда fiϕ̄i(gj) = 0. Случай i = 0 влечет figj = 0,
поэтому невозможен. Если i 6= 0, то ϕ̄i(gj) = 0, откуда
ϕ̄(a) = 0 для некоторого a 6= 0. Тогда ϕ̄(1) = ϕ̄(a−1)ϕ̄(a) = 0,
противоречие, поскольку произвольный пирсовский слой яв-
ляется полукольцом с ненулевой единицей, а эндоморфизм ϕ̄
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сохраняет единицу. Обозначим через F полукольцо с деле-
нием S/αM , и пусть B — произвольный ненулевой левый m-
идеал полукольца F [x, ϕ̄]. Соответствующая ему ϕ̄-цепь ле-
вых коэффициентных идеалов имеет вид либо F, F, . . ., либо
0, . . . , 0, F, F, . . . с первым идеалом F на k-ом месте. В пер-
вом случае B = F [x, ϕ̄], во втором B = (xk−1), и B — главный
левый идеал. Применение леммы 2, пункт 2, завершает дока-
зательство.

2) По предложению 10 и лемме 7 [12] все пирсовские слои
S/αM полукольца S являются антикольцами с делением. Да-
лее доказательство аналогично 1 с учетом леммы 1.

3. Характеризация нётеровых полуколец

Нётерово слева полукольцо S определяется как полуколь-
цо, удовлетворяющее условию обрыва возрастающих цепей
левых идеалов. Как и для колец, это равносильно конечной
порожденности его левых идеалов [18, prop. 6.16]. Пирсов-
ские слои нётерова слева полукольца являются нётеровыми
слева. Обратное не верно. Рассмотрим булеан бесконечного
множества. В зависимости от задания аддитивной операции
его можно представить либо как булеву решетку, либо как
булево кольцо. В обоих случаях пирсовские слои будут состо-
ять из двух элементов. Поскольку множество всех конечных
подмножеств из этого полукольца образует идеал, не являю-
щийся конечно порожденным, то получаем, что нётеровость
(и даже конечность) пирсовских слоев полукольца S не вле-
чет нётеровости S.

Предложение 1. Полукольцо S нётерово слева (справа)
в точности тогда, когда все пирсовские слои полукольца S
нётеровы слева (справа) и S — полукольцо с конечным мно-
жеством центральных дополняемых идемпотентов.
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Доказательство. Пусть BS — бесконечная булева алгебра
центральных дополняемых идемпотентов. Известно (см., на-
пример, [17, §4, с. 238]), что условие обрыва возрастающих
цепей в булевой алгебре влечет ее конечность. Поэтому в BS
существует бесконечная возрастающая цепь e1 < e2 < . . .,
и тогда e1S ⊂ e2S ⊂ . . . — бесконечная возрастающая цепь
идеалов в полукольце S. Показали, что нётеровость S влечет
конечность BS. Очевидно, что факторполукольцо нётерового
полукольца нётерово.

Обратно, пусть множество BS конечно,
MaxBS = {M1, . . . ,Mk} и каждый пирсовский слой
S/αi, i = 1, . . . , k, — нётерово слева полукольцо. Пусть
A — произвольный левый идеал полукольца S. Образ A
при естественном эпиморфизме на слой S/αi является
левым идеалом Ai с образующими âi1(Mi), . . . , âin(Mi) для
некоторых элементов aij ∈ S. Для удобства записи будем
считать, что системы образующих âij(Mi) левых идеалов Ai

состоят из одинакового числа элементов, независимо от слоя
S/αi; этого можно добиться, добавив при необходимости в
системы образующих нулевые элементы.

Покажем, что множество T = {aij : 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n}
порождает левый идеал A. Пусть a ∈ A. Тогда â(Mi) =
(ŝi1âi1 + . . . + ŝinâin)(Mi) = âi(Mi). По свойствам пучков се-
чения â и âi совпадают на некоторой открытой окрестности
Ui точки Mi. Нульмерность базисного пространства MaxBS
позволяет выбрать окрестности открыто-замкнутыми, а ко-
нечность — считать их попарно не пересекающимися. Итак,
пусть имеется разбиение MaxBS на V1, . . . , Vm и соответству-
ющее им множество элементов:

Ta = {a′11, . . . , a′1n, . . . , a′m1, . . . , a
′
mn} ⊆ T.
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Пусть

χi =

{
1̂ на Vi
0̂ на MaxBS \ Vi

есть характеристическое сечение открыто-замкнутого мно-
жества Vi, и пусть ti ∈ S — такой элемент, что глобаль-
ные сечения t̂i и χi совпадают. Непосредственно проверяется,
что глобальное сечение â совпадает с глобальным сечением
элемента

∑m
i=1

∑n
j=1 tis

′
ija
′
ij. Пирсовское представление про-

извольного полукольца изоморфно [16, теорема 4.2.13], по-
этому a =

∑m
i=1

∑n
j=1 tis

′
ija
′
ij. Получили, что произвольный

элемент выражается через представителей конечного множе-
ства T , поэтому полукольцо S — нётерово слева.

Случай правой нётеровости доказывается точно так же.

Известно, что теорема Гильберта о базисе не верна в клас-
се полуколец. Л. Дэйлом [4] была предложена следующая ха-
рактеризация нётеровых полуколец: коммутативное полу-
кольцо S нётерово ⇔ S[x] не содержит бесконечной строго
возрастающей цепи m-идеалов.

Адаптация идей доказательства теоремы Дэйла позволяет
получить следующий результат.

Лемма 3. Пусть ϕ — автоморфизм полукольца S. Тогда
равносильны следующие утверждения:

1) S — нётерово слева (справа) полукольцо;

2) S[x, ϕ] не содержит бесконечной строго возрастаю-
щей цепи левых (правых) m-идеалов.

Доказательство теоремы 2
Рассмотрим левосторонний случай, для правых идеалов

рассуждения не изменятся.
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В классе полуколец с конечными множествами централь-
ных дополняемых идемпотентов левая нётеровость полуколь-
ца S равносильна левой нётеровости всех пирсовских слоев
S/αM по предложению 1.

Далее, полукольцо S/αM нётерово слева тогда и толь-
ко тогда, когда полукольцо (S/αM)[x, ϕ̄] удовлетворяет усло-
вию обрыва возрастающих цепей левых m-идеалов по лем-
ме 3, а по лемме 2, пункт 2), этому же условию удовле-
творяет и соответствующий пирсовский слой R/ρM . Из нё-
теровости полукольца S/αM следует конечность множества
B(S/αM), и тогда по лемме 2, пункт 1) — конечность мно-
жества B((S/αM)[x, ϕ̄]). По лемме 2, пункт 2) получаем,
что множество центральных дополняемых идемпотентов слоя
R/ρM также является конечным. Верно и обратное, конеч-
ность B(R/ρM) влечет конечность B((S/αM([x, ϕ̄]), а это —
конечность B(S/αM).
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Summary
Babenko M. V. Pierce stalks of semirings with some

finiteness conditions
Let ϕ be an automorphism of the semiring S, the set of

central complemented idempotents BS be finite, ϕ(e) = e for
any e ∈ BS, and R = S[x, ϕ] be skew polynomial semiring. Then
S is Noetherian iff every Pierce stalk of the semiring R satisfies
ascending chain condition of monic ideals and the set of all central
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КОГЕРЕНТНАЯ ЭВОЛЮЦИЯ КУТРИТА

Н. А. Громов, И. В. Костяков, В. В. Куратов

Рассматривается изменение во времени матрицы плот-
ности трехуровневой квантовой системы с симметрией ал-
гебры Ли su(3), взаимодействующей с внешним полем
таким образом, что сохраняется свойство когерентности.
Коммутационные соотношения в алгебре наблюдаемых
при этом также меняются и в пределе могут переходить
в другую алгебру.
Ключевые слова: открытые квантовые системы, алгеб-
ра наблюдаемых, кутрит, когерентность, контракции ал-
гебр Ли.

1. Введение
Динамика открытых квантовых систем, взаимодейству-

ющих с окружающей средой, при малом времени взаимо-
действия, когда можно пренебречь эффектами памяти (мар-
ковское приближение), описывается уравнением Линдблада
[1–3]:

ρ̇ = − i
~

[
Ĥ, ρ

]
+
∑
k

γk

(
VkρV

+
k −

1

2

{
V +
k Vk, ρ

})
= L(ρ). (1)
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Первое слагаемое в правой части уравнения отвечает унитар-
ной части динамики системы, генерируемой гамильтонианом
Ĥ, который в общем случае включает гамильтониан системы,
а также содержит дополнительные слагаемые, относящиеся к
взаимодействию с окружением.

Второе слагаемое описывает диссипативную часть дина-
мики. Операторы Vk обычно называют операторами Линдб-
лада, а неотрицательные γk играют роль скоростей релак-
сации для различных видов затухания открытой квантовой
системы, L — супероператор Линдблада.

В картине Гейзенберга для наблюдаемых A уравнение
Линдблада имеет вид

Ȧ =
i

~

[
Ĥ, A

]
+

+
∑
k

γk

(
V +
k AVk −

1

2

{
V +
k Vk, A

})
= L](A). (2)

Динамика переменных A(t) тогда имеет вид

A(t) = Λ]
t(A) = eL

]tA(0), (3)

а изменение коммутационных соотношений во времени

[Ai, Aj]t ≡
(

Λ]
t

)−1 [
Λ]
t(Ai),Λ

]
t(Ai)

]
≡ Ck

ij(t)Ak, (4)

представляет собой типичное преобразование коммутацион-
ных соотношений при контракции алгебр Ли [4–6].

Диссипативные процессы в открытых квантовых систе-
мах могут приводить к обнулению некоторых коммутаторов
алгебры наблюдаемых, что интерпретируется как частичная
потеря системой квантовых свойств, т.е. частичному перехо-
ду от квантового поведения к классическому. Появляющиеся
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при этом коммутирующие наборы наблюдаемых интерпрети-
руются как классические переменные, возникающие в резуль-
тате диссипации.

С другой стороны, обнуление всех или некоторых комму-
тационных соотношений между генераторами исходной груп-
пы (алгебры) Ли происходит при контракциях групп (алгебр)
Ли [4–6]. Таким образом, имеется естественная связь между
диссипативными процессами в открытых квантовых систе-
мах и контракциями групп (алгебр) Ли, которая анализиру-
ется в работах [7–9].

В работах [10; 11] подробно изучена связь квантовых ка-
налов кубита с контракциями алгебры su(2). В нашей ра-
боте [12] рассмотрены предельные переходы алгебры Ли на-
блюдаемых su(3) при полной декогеренции в процессе про-
дольной и поперечной релаксации кутрита — трехуровневой
системы с алгеброй симметрии su(3).

Трехуровневые системы появляются во многих областях.
Например, частица спина 1 в магнитном поле, нейтринные ос-
цилляции, три выделенных уровня в атоме, в лазерной спек-
троскопии, квантовой электронике, КХД, в квантовых моде-
лях фотосинтеза [13–16].

Одной из проблем при создании квантовых компьютеров
является быстрая декогеренция квантовых состояний откры-
тых систем [1–3], поэтому изучение процессов, сохраняющих
когерентность представляет большой научный интерес.

В настоящей статье изучается сохранение когерентности,
т. е. наличие ненулевых недиагональных элементов матрицы
плотности кутрита в процессе эволюции, при взаимодействии
с внешним полем и зависимость структурных констант алгеб-
ры Ли su(3) наблюдаемых от времени и параметров взаимо-
действия кутрита с окружением.
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2. Сохранение когерентности при взаимо-
действии с внешним полем

Рассмотрим уравнение Линдблада для матрицы плотно-
сти (1), которое описывает продольную и поперечную релак-
сацию кутрита и взаимодействие с внешним полем, задавае-
мое гамильтонианом ĤI = ~s (|3〉〈1|+ |1〉〈3|), s ∈ R:

ρ̇ = Lρ = − i
~

[
Ĥ0 + ĤI , ρ

]
+

+
3∑

k=1

γk

(
VkρV

+
k −

1

2

{
V +
k Vk, ρ

})
+

+γ13

(
V13ρV

+
13 −

1

2

{
V +
13V13, ρ

})
+

+γ31

(
V31ρV

+
31 −

1

2

{
V +
31V31, ρ

})
. (5)

Базисные состояния кутрита задаются векторами
|1〉 = (1, 0, 0)t, |2〉 = (0, 1, 0)t, |3〉 = (0, 0, 1)t, операторы
Линдблада равны

V1 = diag(−1, 1, 1),

V2 = diag(1,−1, 1),

V3 = diag(1, 1,−1),

Vik = |i〉〈k|,

i, k = 1, 2, 3, γi — скорости поперечной релаксации, γij — веро-
ятности перехода с j-го уровня на i-й, гамильтониан системы
Ĥ0 =

∑3
k=1Ek|k〉〈k|.

Мы рассматриваем частный случай, при котором возмож-
ны только переходы между первым и третьим уровнями. Диа-
гональный элемент ρ22 матрицы плотности в этом случае ста-
ционарен ρ̇22 = 0, ρ22(t) = ρ22(0), а уравнения для осталь-
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ных элементов матрицы плотности разбиваются на отдель-
ные блоки. Для ρ11,ρ33,ρ13,ρ31 система уравнений имеет вид

ρ̇11 = γ13ρ33 − γ31ρ11 + is(ρ13 − ρ31),
ρ̇33 = γ31ρ11 − γ13ρ33 − is (ρ13 − ρ31) ,
ρ̇13 = is (ρ11 − ρ33)− α13ρ13,

ρ̇31 = is (ρ33 − ρ11)− α13ρ31,

(6)

где введены обозначения:

α12 =
1

2
γ31 + 2(γ1 + γ2) + iω12,

α13 =
1

2
(γ13 + γ31) + 2 (γ1 + γ3) + iω13,

α23 =
1

2
γ13 + 2(γ2 + γ3) + iω23, ~ωij = Ej − Ei. (7)

В дальнейшем будем пренебрегать мнимыми частями выра-
жений αij или подразумевать, что работаем в картине взаимо-
действия. Вводя новые переменные w = ρ11+ρ33, z = ρ11−ρ33,
x + iy = ρ13 и учитывая, что ρ31 = ρ∗13, получаем, что систе-
ма (6) распадается на два независимых уравнения ẇ = 0 и
ẋ = −α13x с решениями w(t) = w(0) и x(t) = e−α13tx(0), а
также систему уравнений для y и z:{

ż = − (γ13 + γ31) z − 4sy + (γ13 − γ31)w(0),

ẏ = −α13y + sz.
(8)

Здесь мы учли, что w(t) = w(0). Стационарное состояние для
системы (8) находится приравниванием нулю правых частей{

− (γ13 + γ31) zs − 4sys + (γ13 − γ31)w(0) = 0,

− α13ys + szs = 0
(9)
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и оказывается равным

zs =
α13(γ13 − γ31)

α13(γ13 + γ31) + 4s2
w(0), ys =

s

α13
zs. (10)

В этом выражении разность γ13 − γ31 описывает скорость
спонтанного излучения. Общее решение системы (8) имеет
вид

z(t) = 2C3e
l3t − l3 + α13

s
C5e

l5t + zs,

y(t) = −l3 + γ13 + γ31
2s

C3e
l3t − C5e

l5t + ys,

(11)

где

l3 = −1

2
(α13 + γ13 + γ31) +

1

2

√
(α13 − γ13 − γ31)2 − 16s2,

l5 = −1

2
(α13 + γ13 + γ31)−

1

2

√
(α13 − γ13 − γ31)2 − 16s2 (12)

есть корни характеристического уравнения (8)

l2 + (α13 + γ13 + γ31) l + α13 (γ13 + γ31) + 4s2 = 0, (13)

а Ci — константы, зависящие от начальных условий. Возвра-
щаясь к элементам ρ11, ρ33, ρ13 матрицы плотности, находим
их динамику:

ρ11(t) = C3e
l3t − l2 + α13

2s
C5 el5t +

1

2
(zs + w(0)) ,

ρ33(t) = −C3e
l3t +

l2 + α13

2s
C5 el5t +

1

2
(w(0)− zs) ,

ρ13(t) = e−α13tC4+

+i

(
−l1 + γ13 + γ31

2s
C3e

l3t − C5e
l5t +

s

α13
zs

)
. (14)



Когерентная эволюция кутрита 27

Отметим, что в пределе t→∞ мнимая часть ρ13 не равна ну-
лю, что означает сохранение свойства когерентности кутрита
в процессе эволюции.

Система уравнений для матричных элементов ρ12 и ρ32{
ρ̇12 = −α12ρ12 − is ρ32,
ρ̇32 = −is ρ12 − α23ρ32

(15)

имеет характеристическое уравнение

l2 + (α12 + α23) l + α12α23 + 4s2 = 0 (16)

с корнями

l1 = −1

2

(
α12 + α23 +

√
(α12 − α23)

2 − 16s2
)
,

l6 = −1

2

(
α12 + α23 −

√
(α12 − α23)

2 − 16s2
)
. (17)

Вещественные значения корней l1 и l6 отрицательны, а это
означает, что между уровнями 1 и 2, а также 2 и 3 происходит
декогеренция. Общее решение системы (15) записывается в
виде

ρ12(t) = (C1 − iC2)e
l1t +

i

s
(l4 + α23)(C6 + iC7)e

l6t, (18)

ρ32(t) =
i

s
(l3 + α12) (C1 − iC2)e

l1t + (C6 + iC7)e
l6t. (19)

Поскольку недиагональные элементы матрицы плотности
комплексны ρij ∈ C, i 6= j, то и постоянные интегрирова-
ния тоже комплексны и мы разбиваем их на вещественную
и мнимую части. Динамику для ρ21(t) и ρ23(t) получим, вос-
пользовавшись равенствами ρ21(t) = ρ∗12(t), ρ23(t) = ρ∗32(t).
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Таким образом, в картине Шредингера динамика матрицы
плотности может быть представлена в виде

ρ(t) =
∑
ij

ρij(t)|i〉〈j|. (20)

Перенеся зависимость от времени с координат ρij(t) на
наблюдаемые, получим динамику в картине Гейзенберга (3).
Прямой путь состоит в том, чтобы выписать уравнения
Линдблада для наблюдаемых (2) и решить их. Однако мож-
но поступить по-другому, перегруппировав слагаемые в (20)
в виде

ρ(t) = C1e
l1t
(
|1〉〈2|+ |2〉〈1| − il1 + α12

s
(|2〉〈3| − |3〉〈2|)

)
+

+C2e
l2t
(
i (|2〉〈1| − |1〉〈2|) +

l1 + α12

s
(|2〉〈3|+ |3〉〈2|)

)
+ ....

Обозначая множители при Ci через ei, имеем

ρ(t) =
8∑
i=0

Ckek(t) +
1

2
zsλ̃3 − ysλ5 + |2〉〈2|, (21)

где

e0 = I = |1〉〈1|+ |2〉〈2|+ |3〉〈3|, ė0(t) = 0,

e1(t) = el1te1, e1 = λ1 + b17λ7, b17 =
l1 + α12

s
,

e2(t) = el2te2, e2 = λ2 + b16λ6, b16 = b17, l2 = l1,

e3(t) = el3te3, e3 = λ̃3 + b35λ5, b35 =
l3 + γ13 + γ31

2s
,

e4(t) = el4te4, e4 = λ4, l4 = −α13,

e5(t) = el5te5, e5 = λ5 + b53λ̃3, b53 =
l5 + α13

2s
,
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e6(t) = el6te6, e6 = λ6 + b62λ2, b62 = −l6 + α23

s
,

e7(t) = el7te7, e7 = λ7 + b71λ1, b71 = −b62, l7 = l6,

e8(t) = e8, e8 = |1〉〈1| − 2|2〉〈2|+ |3〉〈3|,
l8 = 0, ė8(t) = 0. (22)

Здесь λi – матрицы Гелл-Манна:

λ1 = |1〉〈2|+ |2〉〈1|, λ2 = i (|2〉〈1| − |1〉〈2|) ,
λ3 = |1〉〈1| − |2〉〈2|, λ4 = |1〉〈3|+ |3〉〈1|,

λ5 = i (|3〉〈1| − |1〉〈3|) , λ6 = |2〉〈3|+ |3〉〈2|,
λ7 = i (|2〉〈3| − |3〉〈2|) ,

λ8 = 1/
√

3 (|1〉〈1|+ |2〉〈2| − 2|3〉〈3|) . (23)

Так как мы рассматриваем только переходы между верхним
и нижним уровнями, удобнее вместо λ3 использовать другую
образующую λ̃3 = |1〉〈1|−|3〉〈3|. Формулы (22) выведены для
случая, когда все корни li вещественны и отрицательны.

В базисе ei супероператоры Линдблада L] в уравнении
для наблюдаемых (2) имеют диагональный вид и уравнения
(2), определяющие динамику ei, сводятся к простому виду
ėi = L]ei = liei, где вещественные значения li отрицатель-
ны, а динамическое отображение (3) описывается простыми
формулами ei(t) = eL

]tei = Λ](t)ei = elitei. Отметим, что
все собственные значения отображения Λ](t), равные elit, ле-
жат внутри единичного круга. Это квантовый аналог теоре-
мы Фробениуса − Перрона [17].

Обратные преобразования даются формулами

λ1 = a11e1 + a17e7, a11 =
1

1 + b17b71
, a17 =

b17
1 + b17b71

,
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λ2 = a22e2 + a27e7, a22 = a11, a27 = −a17,

λ̃3 = a33e3 + a35e5, a33 =
1

1 + b35b53
, a35 = − b35

1 + b35b53
,

λ4 = e4,

λ5 = a53e3 + a55e5, a55 = a33, a53 =
b53

1 + b35b53
,

λ6 = a66e6 + a62e2, a66 =
1

1 + b71b17
, a62 =

b71
1 + b71b17

.

λ7 = a71e1 + a77e7, a77 = a66, a71 = a62, (24)

Заметим, что при выключении взаимодействия, т. е. при
s = 0, коэффициенты bij = 0 и наблюдаемые ei = λi (кро-
ме e8).

Найдем коммутационные соотношения для наблюдае-
мых ei:

[e1, e2]t = C3
12(t)e3 + C5

12(t)e5 + C8
12(t)e8,

[e1, e3]t = C2
13(t)e2 + C6

13(t)e6, [e1, e4]t = C1
14(t)e1 + C7

14(t)e7,

[e1, e5]t = C2
15(t)e2 + C6

15(t)e6,

[e1, e6]t = C3
16(t)e3 + C5

16(t)e5 + C8
16(t)e8,

[e1, e7]t = C4
17(t)e4, [e1, e8]t = C6

18(t)e6 + C2
18(t)e2,

[e2, e3]t = C1
23(t)e1 + C7

23(t)e7, [e2, e4]t = C2
24(t)e2 + C6

24(t)e6,

[e2, e5]t = C1
25(t)e1 + C7

25(t)e7, [e2, e6]t = C4
26(t)e4,

[e2, e7]t = C3
27(t)e3 + C5

27(t)e5 + C8
27(t)e8, [e3, e5]t = C4

35(t)e4,

[e2, e8]t = C1
28(t)e1 + C7

28(t)e7, [e3, e4]t = C3
34(t)e3 + C5

34(t)e5,

[e3, e6]t = C1
36(t)e1 + C7

36(t)e7, [e3, e7]t = C2
36(t)e2 + C6

37(t)e6,

[e3, e8]t = [e4, e8]t = [e5, e8]t = 0, [e4, e5]t = C3
45(t)e3 + C5

45(t)e5,

[e4, e6]t = C2
46(t)e2 + C6

46(t)e6, [e4, e7]t = C1
47(t)e1 + C7

47(t)e7,

[e5, e6]t = C1
56(t)e2 + C7

56(t)e7, [e5, e7]t = C2
57(t)e2 + C6

57(t)e6,

[e6, e7]t = C3
67(t)e3 + C5

67(t)e5 + C8
67(t)e5,
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[e6, e8]t = C1
68(t)e1 + C7

68(t)e7,

[e7, e8]t = C2
78(t)e2 + C6

78(t)e6. (25)

Структурные константы в коммутационных соотношениях
даются выражениями:

C3
12(t) = i

(
a33
(
1− b217

)
+ 2b17a53

)
e(l1+l2−l3)t,

C5
12(t) = i

(
a35
(
1− b217

)
+ 2b17a55

)
e(l1+l2−l5)t,

C8
12(t) = i

(
1 + b217

)
e(l1+l2−l8)t,

C2
13(t) = i

(
(b17 − b35) a62 − (1 + b17b35) a22

)
el3t,

C6
13(t) = i

(
(b17 − b35) a66 − (1 + b17b35) a26

)
e(l1+l3−l6)t,

C1
14(t) = i (a71 − a11) el4t, C7

14(t) = i (a77 − a17) e(l1+l4−l7)t,

C2
15(t) = −i

(
(b17 + b53) a22 + (1− b17b53) a62

)
el5t,

C6
15(t) = −i

(
(b17 + b53) a26 + (1− b17b53) a66

)
e(l1+l5−l6)t,

C3
16(t) = i

(
(b17 + b62) a33 + (1 + b17b62) a53

)
e(l1+l6−l3)t,

C8
16(t) = i (b62 − b17) e(l1+l6)t,

C5
16(t) = i

(
(b17 + b62) a35 + (1 + b17b62) a55

)
e(l1+l6−l5)t,

C4
17(t) = −i (1− b17b71) e(l1+l7−l4)t,

C2
18(t) = −3i (a22 + b17a62) ,

C6
18(t) = −3i (a26 + b17a66) e(l1−l6)t,

C1
23(t) = i

(
(b35 − b16) a71 + (1 + b16b35) a11

)
el3t,

C7
23(t) = i

(
(b35 − b16) a77 + (1 + b16b35) a17

)
e(l2+l3−l7)t,

C2
24(t) = i (a62 + b16a22) el3t,

C6
24(t) = i (a66 + b16a26) e(l2+l4−l6)t,
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C1
25(t) = i

(
(b16 + b53) a11 + (1− b16b53) a71

)
el5t,

C7
25(t) = i

(
(b16 + b53) a17 + (1− b16b53) a77

)
e(l2+l5−l7)t,

C4
26(t) = −i (1− b16b62) e(l2+l6−l4)t,

C3
27(t) = −i

(
(b71 + b16) a33 + (1 + b71b16) a53

)
e(l2+l7−l3)t,

C5
27(t) = −i

(
(b71 + b16) a35 + (1 + b71b16) a55

)
e(l2+l7−l5)t,

C8
27(t) = i((b16 − b71) e(l2+l7)t,

C1
28(t) = 3i (a11 + b16a71) ,

C7
28(t) = 3i (a17 + b16a77) e(l2−l7)t,

C3
34(t) = 2i (a53 − b35a33) el4t,

C5
34(t) = 2i (a55 − b35a35) e(l3+l4−l5)t,

C4
35(t) = −2i (1− b35b53) e(l3+l5−l4)t,

C1
36(t) = i

(
(1− b35b62) a71 − (b62 + b35) a11

)
e(l3+l6−l1)t,

C7
36(t) = i

(
(1− b35b62) a77 − (b62 + b35) a17

)
el3t,

C2
37(t) = i

(
(b71 + b35) a22 − (1− b35b71) a62

)
e(l3+l7−l2)t,

C6
37(t) = i

(
(b71 + b35) a26 − (1− b35b71) a66

)
el3t,

C3
45(t) = 2i (a33 − b53a53) e(l4+l5−l3)t,

C5
45(t) = 2i (a35 − b53a55) el4t,

C2
46(t) = −i (a22 − b62a62) e(l4+l6−l2)t,

C6
46(t) = −i (a26 − b62a66) el4t,

C1
47(t) = i (a11 − b71a71) e(l4+l7−l1)t,

C7
47(t) = i (a17 − b71a77) el4t,

C1
56(t) = i

(
(b53 − b62) a71 − (1 + b53b62) a11

)
e(l5+l6−l1)t,

C7
56(t) = i

(
(b53 − b62) a77 − (1 + b53b62) a17

)
el5t,
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C2
57(t) = i

(
(b53 + b71) a62 + (1− b53b71) a22

)
e(l5+l7−l2)t,

C6
57(t) = i

(
(b53 + b71) a66 + (1− b53b71) a26

)
el5t,

C3
67(t) = −i

(
a53 (b62 + b71) + a33 (1 + b62b71)

)
e(l6+l7−l3)t,

C5
67(t) = −i

(
a55 (b62 + b71) + a35 (1 + b62b71)

)
e(l6+l7−l5)t,

C8
67(t) = i (1− b62b71) ,

C1
68(t) = 3i (a71 + b62a11) e(l6−l1)t, C7

68(t) = 3i (a77 + b62a17) ,

C2
78(t) = −3i (a62 + b71a22) e(l7−l2)t,

C6
78(t) = −3i (a66 + b71a26) . (26)

Поведение коммутационных соотношений (25) при боль-
ших временах зависит от значений показателей li + lj − lk
в экспонентах. Для удобства анализа, выпишем, используя
формулы (12),(17), выражения для корней li в одном месте

l1 = l2 = −1

2

(
α12 + α23 +

√
(α12 − α23)

2 − 16s2
)
,

l3 = −1

2
(α13 + γ13 + γ31) +

1

2

√
(α13 − γ13 − γ31)2 − 16s2,

l4 = −α13, l8 = 0,

l5 = −1

2
(α13 + γ13 + γ31)−

1

2

√
(α13 − γ13 − γ31)2 − 16s2,

l6 = l7 = −1

2

(
α12 + α23 −

√
(α12 − α23)

2 − 16s2
)
. (27)

Поведение вещественных частей скоростей релаксации l3, l4
и l5 в зависимости от величины s внешнего поля показано
на рис. 1. Поведение l1 = l2 и l6 = l7 качественно такое же
(рис. 2). Отметим, что при больших полях Re l3 = Re l5 и
Re l1 = Re l2 = Re l6 = Re l7.
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В работах [9; 11] было исследовано асимптотическое по-
ведение алгебры наблюдаемых двухуровневой системы при
наличии окружения и внешнего поля. Поскольку в этой рабо-
те мы учитываем только переходы между первым и третьим
уровнями, для начала рассмотрим подалгебру наблюдаемых
{e3, e4, e5} с коммутаторами

[e3, e4]t = C3
34(t)e3 + C5

34(t)e5, [e3, e5]t = C4
35(t)e4,

[e4, e5]t = C3
45(t)e3 + C5

45(t)e5. (28)

Пусть γi = 0. Тогда при выключенном поле (s = 0, bik = 0),
l3 = −(γ13+γ31), l4 = l5 = −α13 = −1

2(γ13+γ31) эта подалгебра
наблюдаемых характеризуется коммутационными соотноше-
ниями

[e3, e4]t = 2ie(l3+l4−l5)te5, [e3, e5]t = −2ie(l3+l5−l4)te4,

[e4, e5]t = 2ie(l5+l4−l3)te3 (29)

и в начальный момент времени является алгеброй su(2), а в
пределе t→∞ дает алгебру Гейзенберга:

[e3, e4]∞ = 0, [e3, e5]∞ = 0, [e4, e5]∞ = 2ie3. (30)

При включении поля, как легко видно из поведения показате-
лей l3,4,5 (см. рис.1 или соответствующие формулы для них),
подалгебра (28) при больших временах становится абелевой.

Легко проверить, что если мы учтем еще дополнительные
скорости поперечной релаксации (γi 6= 0), то результат не из-
менится — и в этом случае подалгебра наблюдаемых (e3,e4,e5)
асимптотически будет стремиться к абелевой.

Структурные константы алгебры наблюдаемых su(3) в
рассматриваемом нами случае зависят от времени, парамет-
ров системы и величины внешнего поля. В пределе больших
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времен некоторые коммутаторы могут зануляться. Возмож-
ны также случаи устремления их в бесконечность.

sRe lk

l4(s)

l5(s)
l3(s)

Рис. 1. Зависимость вещественных
частей l3(s), l4(s), l5(s) от величины

внешнего поля s

sRe lk

l6(s)

l1(s)

Рис. 2. Зависимость вещественных
частей l1(s), l6(s) от величины

внешнего поля s

Таким образом, в пространстве параметров системы γi и
γij и величины внешнего поля s есть области, где алгебра на-
блюдаемых su(3) на больших временах в пределе может пере-
ходить в другую алгебру, а значит, некоторые пары наблюда-
емых будут терять свои квантовые особенности и проявлять
классическое поведение. При этом, однако, сохраняется воз-
можность суперпозиции между верхним и нижним уровнями
(когерентность), несмотря на взаимодействие с окружением.
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Summary
Gromov N. A., Kostyakov I. V., Kuratov V. V. Cohe-

rent evolution of qutrit.
We consider the time variation of the density matrix of

a three-level quantum system with the symmetry of the Lie
algebra su(3), interacting with an external field in such a way
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that the coherence property is preserved. The commutatation
relations in the algebra of observables in this case also change
and in the limit can pass to another algebra.
Keywords: open quantum system, algebra of observables, qutrit,
coherence, contraction of Lie algebras.
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ И РАЗРАБОТКА ЧАТ-БОТА ДЛЯ

ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РАСПИСАНИЯ В СОЦИАЛЬНОЙ

СЕТИ

Ю. В. Гольчевский, А. В. Непеин

В данной работе представлено исследование проблемы
доставки расписания участникам образовательного про-
цесса на базе проектирования и разработки чат-бота для
социальной сети. В ходе работы проведено моделирование
бизнес-процесса составления расписания, выполнены ана-
лиз платформ для реализации диалоговых интерфейсов
(чат-ботов), проектирование и разработка программной
архитектуры и базы данных, а также представлены неко-
торые аспекты реализации интерфейса межсистемного
взаимодействия.

Ключевые слова: чат-бот, расписание занятий, учебное
заведение, программная архитектура, социальная сеть.

Введение

Поведение современного потребителя информационных
сервисов характеризуется желанием быстро и качественно по-
лучать информацию, прилагая для этого минимум усилий.
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На смену чтению информационных текстов, телефонным раз-
говорам или личным встречам с консультантами приходит
обмен короткими сообщениями, что способствует росту попу-
лярности использования чат-ботов. Например, согласно ис-
следованию, приведенному в журнале «ПЛАС», объем рын-
ка чат-ботов, поддерживающих технологию понимания есте-
ственного языка, в России к 2023 году достигнет 33 миллиар-
дов рублей [1].

В широком смысле чат-бот — это программа, которая ин-
терактивно имитирует человеческую речь (устную или пись-
менную) и позволяет общаться с цифровыми устройствами
так, как с людьми [2]. Чат-бот может быть простой програм-
мой, отвечающей на простой запрос или нажатие кнопки, или
достаточно сложной системой, обучающейся и развивающей-
ся по мере накопления информации. Он также может быть
реализован для некоторой социальной сети в виде скрипта,
получающего уведомления о новых событиях и обрабатыва-
ющего их определенным образом.

Спектр использования чат-ботов весь-
ма широк. Например, бот для заказа пиццы
(https://telegram.me/papajohns namebot), боты, помогающие
найти маршрут или выбрать подарок (https://dev.by/news/5-
uspeshnyy-keysov-primeneniya-chat-botov-ili-kak-sekonomit-
million). Чат-боты могут оптимизировать повторяющи-
еся бизнес-задачи, например первоначальный подбор
персонала или интеграция информационных систем
(https://www.cossa.ru/trends/190984/), или просто ока-
зывать положительное терапевтическое воздействие на
людей, общаясь с ними (https://woebothealth.com/).

Исследования проблем разработки и использования чат-
ботов различной сложности достаточно широко представле-
ны в научных изданиях. Например, в работе [3] приведены ре-
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зультаты исследования проблемы разработки функциональ-
ного и надежного новостного чат-бота и использования его в
качестве альтернативного средства доступа к информации в
кризисной ситуации, когда потребности аудитории в своевре-
менной информации быстро возрастают. В [4] авторами пред-
ставлен процесс проектирования, функционального описания
разработанной архитектуры и деталей реализации системы
поддержки клиентов для аэропорта Венеции. Целью явля-
лась разработка ядра, способного работать на базе использо-
вания различных парадигм, от речи до сенсорных экранов и
через различные пользовательские интерфейсы (мобильные
телефоны, стационарные установки и др.) В работах [5; 6]
представлены исследования эффективного применения чат-
ботов для бизнеса, а в [7] – для проверки безопасности зда-
ний.

Можно констатировать, что в последнее время чат-боты
начали активно применяться в сфере образования. Например,
для дополнения существующих услуг академического кон-
сультирования, ответов студентам на вопросы по материалам
и логистике учебных курсов, что отражено в работах [8; 9].
Исследователи отмечают большой потенциал использования
чат-ботов для улучшения процесса обучения и результатов
обучения [10].

Одним из направлений использования чат-ботов для учеб-
ных заведений может являться решение задачи представле-
ния расписания учебных занятий. Это и определило цель дан-
ной работы – представить исследование проблемы доставки
расписания участникам образовательного процесса на базе
проектирования и разработки чат-бота для социальной сети
«ВКонтакте». Данная работа является продолжением иссле-
дований о способах представления расписания, опубликован-
ных в работах [11; 12]. Актуальность выбранной темы про-
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диктована необходимостью в улучшении пользовательского
опыта при использовании сервисов учебного заведения поль-
зователями мобильных устройств, а также повышении пони-
мания проблемы взаимодействия людей и чат-ботов, на акту-
альность которой исследователи обращают пристальное вни-
мание в последнее время, в частности в работе [13].

Анализ бизнес-процесса и выбор инструментария

Бизнес-процесс составления расписания занятий может
сильно варьироваться в зависимости от конкретного учебно-
го заведения, однако можно смоделировать наиболее общую
модель, которая представлена на рис. 1.

Крайне важной частью этого процесса является подпро-
цесс «Публикация расписания». В нем определяется то, каки-
ми способами составленное расписание доставляется участни-
кам образовательного процесса. Существует множество раз-
личных способов, каждый из которых обладает своими досто-
инствами и недостатками, что обсуждается в работе [12]. Рас-
пространенными способами являются загрузка PDF-файлов
на официальный сайт и размещение электронной таблицы в
информационной системе учебного заведения. Частыми про-
блемами таких способов являются сложная структура распи-
сания, смешение различных типов событий (лекций, зачетов
и т. д.), в таблице может появляться много пустых строк, из-
за которых приходится дольше искать нужную информацию,
что особенно актуально для устройств с небольшими экрана-
ми. Как правило, расписание выводится сразу на всю неде-
лю, хотя зачастую необходимо посмотреть его на конкретный
день, например на сегодня или завтра. Визуальная разроз-
ненность элементов расписания (часто номер и время начала
занятия находятся слишком далеко от описания предмета),
что может потребовать совершать много лишних движений.
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Рис. 1. SADT-диаграмма бизнес-процесса составления расписания занятий

Лучшим решением было бы расположение всех столбцов по
вертикальной оси в виде упорядоченного по времени спис-
ка. Кроме того, актуальной проблемой может быть не всегда
достаточная поддержка мобильных устройств и небольшие
размеры экрана самого устройства, что затрудняет просмотр
больших таблиц. Все это в совокупности может сделать опыт
для пользователей мобильных устройств малоприятным. В
результате можно выделить несколько основных требований,
которые необходимо учитывать при реализации системы до-
ставки расписания. Кроме стандартных требований постоян-
ной актуальности и доступности, можно дополнительно вы-
делить следующие:

1. Получение расписания должно быть максимально про-
стым и быстрым; интерфейс должен быть доступен и
удобен для пользователей, использующих мобильные
устройства.

2. Необходима реализация учета различных особенно-
стей расписания, например, системы числитель/знаме-
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натель, блоковой системы проведения занятий, т. е. ве-
сти учет тип недели.

3. Интерфейс, предоставляющий расписание, должен
предоставлять последнее состояние расписания на слу-
чай непредвиденного нарушения работоспособности
сервера.

В качестве программной оболочки для реализации диа-
логового интерфейса было решено использовать платформу
для чат-ботов социальной сети «ВКонтакте» и мессендже-
ра «Телеграм». Основными причинами такого выбора яви-
лись отсутствие необходимости в проектировании собственно-
го графического пользовательского интерфейса, ограничений
в выборе технологий, простота распространения и обновле-
ния программного продукта, результаты анализа аудитории
«ВКонтакте» по возрастным группам.

Анализ популярности платформ также проводился на ба-
зе информации ресурса MediaScope (https://mediascope.net).
Кроме того, такой выбор позволяет охватить пользователей
всех устройств, поскольку приложение доступно в браузере.

Хотелось бы отметить, что в данной работе не ставилась
цель заменить традиционные способы доставки расписания.
Предлагаемый чат-бот может служить полезным дополнени-
ем к традиционному табличному или иным способам пред-
ставления расписания, ориентированным на поколение, при-
выкшее достаточно много времени проводить в социальных
сетях и желающее получать от них не только развлечения,
но и полезные сервисы.

При разработке использовался такой инструментарий,
как платформа Miro (https://miro.com/) для проектирования
диалогов, язык программирования TypeScript и программная
платформа NodeJS. Для хранения данных применялись ре-
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ляционная СУБД PostgreSQL и хранилище «ключ-значение»
Redis.

Для легкого переноса и установки приложения на
удаленном сервере, а также локальной разработки при-
менялся инструмент по работе с контейнерами Docker
(https://www.docker.com/). В качестве редактора кода ис-
пользовался Visual Studio Code от Microsoft.

Выявление функциональных требований и
проектирование архитектуры программной системы

Для выявления функциональных требований для каждо-
го компонента системы были построены диаграммы преце-
дентов, представленные на рис. 2, 3.

Рис. 2. Функциональность web-интерфейса управления чат-ботом

В дополнение к диаграммам прецедентов был составлен
бэклог продукта, позволивший упорядочить перечень всех за-
просов, что дополнило результаты проведенного MOSCOW-
анализа.

Одним из требований к проектируемой системе являет-
ся возможность без особых усилий распределить компоненты
системы по нескольким серверам для улучшения производи-
тельности всей системы в целом.
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На рис. 4 представлена общая структура проектируемой
системы. Можно выделить четыре подсистемы, каждая из
которых выполняет свою собственную задачу: работа с ка-
налами связи, управление и обработка событиями, обработка
запросов к API от внешних пользователей.

Рис. 3. Спецификация функциональности чат-бота

Задача первой подсистемы заключается в преобразовании
входящих и исходящих событий в общий и специфичный вид
соответственно, что позволяет выполнять обработку события
вне зависимости от типа канала связи. Для этого были разра-
ботаны специальные «коннекторы», которые позволяют вы-
полнять преобразования в обе стороны для конкретного кана-
ла связи. После преобразования событие попадает в подсисте-
му управления событиями, которая добавляет его в очередь
типа FIFO на последующую обработку.

Очереди реализуются с помощью библиотеки Bull, кото-
рая использует Redis для хранения данных событий, что дает
возможность горизонтального масштабирования системы, по-
скольку доступ к Redis может осуществляться с любого сер-
вера.

Существует также очередь исходящих событий, обраба-
тываемых коннекторами. Здесь происходит преобразование
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события из общего вида в специфичный для определенного
канала связи.

Подсистема, обрабатывающая входящие события, пред-
ставляет собой набор обработчиков, каждый из которых при-
вязан к конкретному учебному заведению, и сервис, предо-
ставляющий API для работы с источниками данных. Среди
таких источников могут быть: Redis, выступающий в качестве
кеша, внутренняя база данных или внешнее API для работы
с базой данных учебного заведения.

Рис. 4. Программная архитектура системы

Обработчик события представляет собой экземпляр чат-
бота, настроенного под конкретное учебное заведение. Под
настройкой понимается передача в него параметров, связан-
ных с интеграцией с источниками данных, каналами связи
и т. д. Сам чат-бот – это несложная система, которая зани-
мается обработкой входящего сообщения с целью понять его
смысл, после чего совершает связанные с ним действия, на-
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пример записывает данные пользователя в хранилище, от-
правляет ответное сообщение в виде текста, кнопок и т. д.
Для этого был разработан фреймворк, общая схема работы
которого представлена на рис. 5 в виде диаграммы последо-
вательностей.

Рис. 5. Схема работы фреймворка для обработки события

Подсистема обработки запросов к API от внешних поль-
зователей является стандартным серверным приложением,
предоставляющим API к внутренним данным. Это может
использоваться для получения данных со стороны web-
интерфейса для управления чат-ботом, а также для интегра-
ции с информационной системой учебного заведения. На схе-
ме присутствует также внешняя система, связанная с серви-
сом, предоставляющим данные для чат-бота, которой являет-
ся информационная система учебного заведения и с которой
имеется возможность обмениваться данными через специаль-
ный программный интерфейс.
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Для решения проблемы интеграции данных между про-
ектируемой системой и информационной системой учебного
заведения используется программный интерфейс, позволяю-
щий системе получать актуальные данные прямо из базы дан-
ных учебного заведения. Его проектирование велось в соот-
ветствии со спецификацией OpenAPI 3.0, которая позволяет
описать все доступные конечные точки и операции на них, па-
раметры на вход и выход, методы аутентификации, а также
некоторую дополнительную информацию.

Получившийся интерфейс состоит из пяти методов:

1. /check/teacher/teacher name – позволяет проверить су-
ществование определённого преподавателя по его име-
ни;

2. /check/group/group name – позволяет проверить суще-
ствование группы по её номеру;

3. /schedule – позволяет получить расписание звонков;

4. /schedule/teacher/teacher name/week offset – позволяет
получить расписание преподавателя на неделю со сме-
щением на определенное количество недель;

5. /schedule/group/group name/week offset – позволяет по-
лучить расписание группы по ее номеру на неделю со
смещением на определенное количество недель;

6. /schedule/meta – позволяет получить метаданные о рас-
писании.

Спецификация также позволяет указать единую точку
входа, откуда будут вызываться все эти методы, напри-
мер https://campus.syktsu.ru/api. Представим один из мето-
дов — получение расписания для преподавателей (рис. 6).
Пример представлен на языке разметки YAML.
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Рис. 6. Описание метода для получения расписания преподавателя

Этот метод имеет два обязательных параметра:
teacher name – ФИО преподавателя и week offset – смещение
в неделях, например 0 – текущая неделя, 1 – следующая
и т. д. Метод может вернуть один из трех типов ответа, а
так как обмен сообщениями осуществляется посредством
HTTP-запросов типа GET, можно использовать HTTP-коды
для определения типа ответа:

1) 200. Преподаватель был найден, в ответе содержится
его расписание на заданную неделю.
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2) 404. Преподаватель не был найден, если в базе были
найдены преподаватели с похожим ФИО, то возвращает
их, иначе – значение false.

3) 503. В данный момент происходит обновление расписа-
ния, необходимо сделать повторный запрос позже.

В случае успешного выполнения запроса ответ приходит в
виде JSON-объекта, содержащего расписание на все дни неде-
ли, начиная с понедельника. Каждый из дней может содер-
жать либо массив занятий, либо false в случае, если в этот
день нет занятий. Структура объекта представлена на рис. 7.

Рис. 7. Структура объекта занятия для преподавателя

Модель базы данных, позволяющая реализовать все ос-
новные функциональные требования, для описываемой систе-
мы представлена на рис. 8.

Organizations содержит список пользователей системы
(учебных заведений). Каждое учебное заведение может иметь
несколько ботов. Bots хранит информацию о созданных поль-
зователями чат-ботах, в том числе содержит настройки каж-
дого из чат-ботов. Из этой сущности берутся параметры для
конфигурации экземпляра чат-бота. Subscribers хранит дан-
ные о пользователях чат-бота с привязкой к платформе и
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учебному заведению, включая тип пользователя (студент/-
преподаватель), группу/имя, подгруппу. Эти данные затем
можно использовать при отправке пользователю его распи-
сания.

Рис. 8. Модель базы данных

Дальнейший процесс проектирования и разработки диа-
логов между ботом и пользователем строился с учетом прин-
ципов, приведенных в статьях [5; 6]. В качестве демонстрации
того, как выглядят диалоги, на рис. 9 приведены скриншоты.

Заключение

В учебном заведении одним из важнейших процессов яв-
ляется составление и доставка участникам образовательного
процесса расписания. В рамках данной работы описаны ана-
лиз и проектирование информационной системы, позволяю-
щий любому учебному заведению создать собственного чат-
бота для доставки расписания на различных платформах, ос-
новные взгляды на программную архитектуру системы в це-
лом, модель реляционной базы данных и некоторые аспекты
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Рис. 9. Настройка академической группы и подгруппы

реализации межсистемного взаимодействия. Подобные техно-
логии могут быть эффективными как самостоятельно, так и
при интеграции в другие информационные системы учебного
заведения, например, описанные в работах [7; 8].

Стоит отметить, что эксплуатация чат-бота показала его
актуальность и в целом востребованность студентами подоб-
ного рода сервисов. В период испытаний (с конца 2019 по
середину 2020 года) количество запросов колебалось прибли-
зительно от 180 до 600 в период активной учебы и резко упа-
ло до нескольких десятков в мае, что связано с переходом к
дистанционному обучению и завершением учебного семестра
при примерно 1 тысяче зарегистрированных пользователей.

На сегодняшний день в группе бота «ВКонтакте» зареги-
стрировано более 1,7 тысяч пользователей.
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Summary
Golchevskiy Yu. V., Nepein A. V. Design and

development of a chatbot for presenting a schedule in a social
network

The paper presents a study of the problem of delivering
schedules to the educational process participants based on the
design and development of a chatbot for a social network. The
business process of schedule creating was modeled, the platforms
for implementing dialog interfaces (chatbots) were analyzed, the
software architecture and database were designed and developed,
as well as some aspects of implementing the software interaction
interface.
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К 685-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ РЕГИОМОНТАНА

Р. М. Асланов, И. В. Игнатушина

Статья посвящена жизни выдающегося немецкого ма-
тематика и астронома Иоганна Мюллера (Региомонтана),
его научному наследию и роли в развитии современной
математики и астрономии, а также книге «Пять книг о
треугольниках всякого рода».

Ключевые слова: жизнь, математика, астрономия, три-
гонометрия, календарь.

Иоганн Мюллер (Региомонтан) – выдающийся немецкий
математик и астроном. Он родился 6 июня 1436 года в Ба-
варии, в городе Кёнигсберге (ныне Калининград). Его имя
Региомонтан происходит от латинизированной формы назва-
ния Кёнигсберга – Regiomontum.

В достаточно раннем возрасте, а именно в 11 лет, он по-
ступил в Лейпцигский университет, но через три года в по-
исках хорошей подготовки в области естественных наук пе-
решёл в Венский университет. Окончив факультет свобод-
ных искусств, пятнадцатилетний Региомонтан получил сте-
пень бакалавра. Здесь же начиная с 1453 года он слушал лек-
ции австрийского математика, астронома и геодезиста Геор-
га Пурбаха (1423–1461), который впоследствии стал научным
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консультантом и другом для Региомонтана. Став в 1457 году
магистром, Региомонтан сам приступил к чтению лекций и
параллельно начал вести систематические астрономические
наблюдения [1].

В 1461 году Региомонтана представили кардиналу Висса-
риону, который, оценив ум и талант молодого человека, пред-
ложил ему совершить поездку в составе своей свиты в Рим. В
течение всего времени, которое Региомонтан провёл при кар-
динале, он занимался активным поиском древнегреческих ру-
кописей. Летом 1463 года Виссарион направился в Венецию
в качестве папского легата. Региомонтан отправился вместе
с ним в качестве сопровождающего. Здесь Региомонтан обна-
ружил текст уцелевших шести книг «Арифметики» Диофан-
та. В 1464 году Региомонтан в Падуе читал астрономические
лекции, опираясь в первую очередь на работы персидского
ученого аль-Фаргани (ок. 798–861). В это же время он знако-
мится с феррарским астрономом и математиком Джованни
Бьянкини (1410–1469) и ведёт с ним переписку.

Летом 1467 года Региомонтан по приглашению епископа
Яноша Витеза приехал в Венгрию для работы в Буде при дво-
ре венгерского короля Матвея Корвина. В 1471 году Регио-
монтан переехал в Нюрнберг, где вместе со своим учеником
Бернхардом Вальтером [4] основал одну из первых в Европе
научную типографию и обсерваторий в доме, который впо-
следствии приобрёл знаменитый художник Альбрехт Дюрер
(1471–1528) (сейчас дом-музей Дюрера).

Умер Региомонтан 6 июля 1476 года в Риме, куда приехал
для осуществления календарной реформы.

Дадим краткую характеристику его научных достижений.
Математика. Сочинение «Пять книг о треугольниках

всякого рода», подготовленное в 1463 году, но опубликован-
ное спустя 70 лет, в 1533 году, в Нюрнберге, является основ-



64 Асланов Р. М., Игнатушина И. В.

Рис. 1. Портрет Региомонтана

ным математическим трудом Региомонтана. В нем впервые
в Европе тригонометрия представлена как самостоятельная
дисциплина [2].

В первой книге этого сочинения Региомонтан определил
основные математические понятия и доказал 57 предложе-
ний о функциях синус и косинус, о плоских треугольниках
и их решении с применением тригонометрических функций.
В частности, здесь показано решение задачи о нахождении
углов треугольника по трём сторонам, причем случай с ко-
соугольными треугольниками Региомонтан сводит к прямо-
угольным треугольникам.

Вторая книга посвящена общей теории треугольников.
Вначале Региомонтан доказывает плоскую теорему синусов,
которую далее использует при доказательстве других теорем.
Следует отметить, что здесь впервые в истории математики
площадь треугольника была представлена через две его сто-
роны и синус угла между ними. В решении задач Региомон-
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тан свободно пользуется квадратными уравнениями, считая,
что читателю уже известны методы решения таких уравне-
ний. Этот факт свидетельствует о широком распространении
в Европе того времени перевода «Алгебры» аль-Хорезми (ок.
783 – ок. 850).

Третья книга, в которой изложены основы сфериче-
ской геометрии, опирается на «Сферику» Менелая (70–140)
при заметном влиянии сочинений Джабира ибн Афлаха
(1100–1150).

Исследование некоторых свойств сферических треуголь-
ников представлено в четвертой книге. Здесь для решения
таких треугольников Региомонтан привел с полным доказа-
тельством сферическую теорему синусов.

В пятой книге доказаны теоремы о сферических треуголь-
никах, в том числе теорема косинусов.

Содержание двух последних книг говорит о том, что Ре-
гиомонтан был хорошо знаком с работами математиков стран
ислама, таких как Абу Абдулла Мухаммад ибн Джабир ибн
Синан аль-Баттани (828–929) и Абу Джафар Мухаммед ибн
Мухаммед ибн Хасан Насир ад-Дин ат-Туси (1201–1274).

Не менее важным математическим трудом Региомонтана
являются составленные им семизначные таблицы синусов с
шагом 1◦ и таблицы тангенсов. Это были первые тригономет-
рические таблицы, построенные с использованием десятич-
ной позиционной системы счисления.

Обнаруженная в библиотеке Колумбийского университета
в Нью-Йорке рукопись Региомонтана «Codex Plimpton 188»,
датируемая 1456 годом, свидетельствует о его попытке вве-
дения алгебраической символики. Например, для обозначе-
ния неизвестного он использует символ R или r; квадрата
неизвестного – c, четвертой степени – cc. Без сокращения
обозначается куб неизвестного – «cubus». Употребляется гра-
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ничащее с обозначением сокращение для обозначения корня
квадратного R, например R de 8 означает

√
8; для 3

√
7 Ре-

гиомонтан использует запись R cubica de 7. Для обозначе-
ния равенства применяется вытянутая горизонтальная черта
«—»; операция «вычитание» обозначается īg; «сложение» –
«et», что на латыни соответствует союзу «и». Если датиров-
ка рукописи верная, то Региомонтана можно считать одним
из первых европейских математиков, применивших алгебра-
ическую символику.

Астрономия. Региомонтан совместно с Георгом Пурба-
хом выполнил новый перевод «Альмагеста» Клавдия Птоле-
мея (ок. 100 – ок. 170). В своей типографии в 1474 году он
опубликовал «Эфемериды» – таблицы координат звёзд, по-
ложений планет и обстоятельств соединений и затмений на
каждый день с 1475 по 1506 год [3]. Эти таблицы, изданные
впервые типографским способом, были плодом многолетних
астрономических исследований Региомонтана. Ими пользо-
вались многие мореплаватели, среди которых Васко да Гама
(1469–1524) и Х. Колумб (1451–1506).

Региомонтан является автором ряда работ, посвященных
описанию устройства астрономических инструментов: уни-
версальной астролябии, или так называемой «сафеи», име-
ющейся у аз-Заркали (1029–1087), солнечным часам, армил-
лярной сфере, которую Региомонтан называет «метеороско-
пом».

«Календарь» Региомонтана представляет собой серьез-
ный астрономический труд. В нем содержатся схемы с изоб-
ражениями затмения солнца и луны, подвижные астроно-
мические таблицы и диаграммы для определения движения
небесных светил [4].

Это произведение увидело свет в 1476 году благодаря из-
вестному аугсбургскому издателю Эрхарду Ратольту, рабо-
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Рис. 2. Страницы календаря Региомонтана

тавшему в то время в Венеции. Следует отметить, что «Ка-
лендарь» Региомонтана является первым изданием с титуль-
ным листом.

Ни одна рукописная книга не имела титульного листа.
Большинство рукописей начиналось со слов: «Здесь начина-
ется. . . ». Первые печатные книги тоже следовали этому кано-
ну. Название книги и имя автора печатались на первой стра-
нице, не отделяясь от основного текста. Печатник, время и
место издания упоминались на последней странице.

Обилие печатных изданий заставило изменить это прави-
ло. Поскольку популярная книга, приносящая доход, могла
перепечатываться разными издателями, не всегда добросо-
вестными, то перед покупателем книги встала задача выбора
качественного издания. Поэтому в книге появился титульный
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лист, где указывалось имя печатника, его торговая марка, а
также длинное название, которое, как правило, в стихотвор-
ной форме описывало и расхваливало содержание книги с
целью завлечь потенциального читателя.

Сам Региомонтан был инициатором в Европе издания ти-
пографским способом книг естественно-научного содержания
и тем самым способствовал распространению научных зна-
ний. Для своей типографии, открытой в г. Нюрнберге, он
отпечатал своеобразную программу книгоиздательской дея-
тельности на ближайшие годы, в которой значилась 51 кни-
га: 22 – собственные сочинения Региомонтана, 29 – произ-
ведения классиков науки, в том числе Евклида, Птолемея,
Аполлония, Архимеда. Но прежде всего Региомонтан воз-
дал должное памяти своего учителя, издав «Новую теорию
планет» – обработку текстов лекций по астрономии, которые
Пурбах читал в Венском университете. Впоследствии эта кни-
га много раз переиздавалась и долгое время была самым по-
пулярным университетским учебником по астрономии.

В 1475 году было отпечатано и первое сочинение Регио-
монтана «Беседы против кремонской чепухи», подготовлен-
ное им еще в 1464 году, и, к сожалению, ставшее последним
трудом, вышедшим в его типографии. Это была критика на
работу Герарда Сабионетты.

Смерть в расцвете лет не дала сбыться всем планам Ре-
гиомонтана, но проделанная им работа оказала существенное
влияние на развитие всей европейской науки.
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ОБ ОДНОМ ЗАБЫТОМ ЛЕНИНГРАДСКОМ ТОПОЛОГЕ

В. П. Одинец

Описаны жизнь и работы ленинградского тополога
Львовского Вячеслава Дмитриевича (1899−1937). Oн,
наряду с Б. И. Делоне (1890−1980), О. К. Житомир-
ским (1891−1942), В. И. Милинским (1898−1942), А. А.
Марковым (1903−1979) и несколько позднее А.Д. Алек-
сандровым (1912−1999), стоял у истоков ленинградской
школы геометрии и топологии.

Ключевые слова: неориентируемая поверхность, за-
мкнутая двойная линия, поверхность Боя, замкнутое дву-
стороннее пространство, гомеоморфизмы областей, диа-
грамма Хегора.

Вячеслав Дмитриевич Львовский родился в 1899 году в
Токио. Нам не известно, в какой семье родился Вячеслав
Дмитриевич, но можно предположить, что это была семья,
связанная с Русским консульством1 в Японии. После воз-
вращения семьи в Петербург Вячеслав окончил гимназию и
поступил в Петроградский университет. По окончании уни-
верситета в 1923 году был принят в Артиллерийскую ака-
демию, преобразованную в 1925 году в Военно-техническую

1Русское консульство было открыто в Японии в 1858 году. Кроме того, с 1870 года
в Японии действовала Духовная миссия, но её члены были, как правило, монахи.
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академию РККА, и стал там сотрудником лаборатории ар-
тиллерии (см. [1], с.147).

В 1923 году В.Д. Львовский был принят в действитель-
ные члены Петроградского (вскоре переименованного в Ле-
нинградское) математического общества (далее просто обще-
ства). Как следует из списка членов общества, проживал он
тогда на главной улице города — проспекте 25 Октября2,
д. 139, кв. 75. При этом, что было еще редкостью, в кварти-
ре был телефон. В том же 1923 году он делает на заседании
общества свой первый доклад «О замкнутых поверхностях
постоянной кривизны».

20 апреля 1924 года на XXXV заседании общества
В.Д. Львовский делает доклад «Об особых точках односто-
ронних3 поверхностей». Через год в журнале «Математиче-
ский сборник» на основе доклада выходит его статья под на-
званием «О построении замкнутых односторонних поверхно-
стей с замкнутыми двойными линиями».

В 1901 году, отвечая на вопрос своего научного руководи-
теля Давида Гильберта (1862-1943) о невозможности погру-
зить действительную проективную плоскость в трехмерное
пространство, Вернер Бой4 (Werner Boy: 1879−1914) постро-
ил две поверхности, соответствующие случаю, когда кроне-
керовская5 характеристика К=1; обе поверхности имели за-
мкнутые двойные линии с одной тройной точкой.

2Проспект 25 Октября до 1918 года назывался Невским проспектом. 13 января
1944 года, накануне операции по снятию блокады Ленинграда, проспекту вернули
название «Невский проспект».

3В.Д. Львовский употребляет старый термин «односторонняя поверхность» вме-
сто современного «неориентируемая поверхность».

4После защиты диссертации в 1903 году В. Бой работает учителем в средней
школе города Крефельд (земля Северный Рейн-Вестфалия). Призванный в армию,
в связи с началом Первой мировой войны, Вернер Бой погибает уже 6 сентября 1914
году.

5Л. Кронекер (Leopold Kronecker: 1823−1891). Учился в Берлине, Бонне и Бре-
слау (ныне Вроцлав). Под руководством Л. Дирихле защитил в 1845 году диссер-
тацию. До 1883 года был банкиром, занимаясь математикой на досуге. В 1861 году
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В.Д. Львовский в статье «Математического сборника»
строит для К=1 поверхности, которые будут иметь двойные
линии с произвольным нечетным числом тройных точек. За-
тем для К=0 можно построить поверхности, которые будут
иметь замкнутые двойные линии с произвольным четным
числом тройных точек.

Кроме того, автор показывает, что обе поверхности Боя
изотопны, а значит, топологически неразличимы. Применен-
ный Львовским метод доказательства основан на построении
поверхности Боя из поверхности Дика6 (Walther von Dyck:
1856−1935).

14 февраля 1925 года В.Д. Львовский делает доклад на
XCIII заседании общества: «О замкнутых трехмерных про-
странствах класса Volterra7 и их обобщении». 20 февраля 1926
года он делает второе сообщение на эту же тему.

В начале 1927 года Львовский делает третье сообщение на
тему трёхмерных пространств (трёхмерных многообразий).

Через год в журнале Ленинградского общества (1927, т. 1,
вып. 2, с 169-181 + 15 с. рисунков) вышла статья Львовско-
го, в основе которой были три вышеприведенных сообщения:
«О замкнутых двухсторонних пространствах». Приведем ци-
тату из этой статьи: «В n-мерном пространстве Mn возьмём
гиперсферу, содержащую внутри себя k других гиперсфер,
внешних друг относительно друга, и пусть часть Mn, огра-

избран чл. Берлинской академии. С 1883 года стал зав. кафедрой в Берлинском
университете.

6Вальтер Дик родился в Мюнхене, учился в университетах Мюнхена, Берлина
и Лейпцига. Phd в Мюнхене в 1879 году под руководством профессора Феликса
Клейна, Хабилитация (вторая диссертация) —в Лейпциге в 1882 году. С 1884 го-
да — профессор Баварской высшей технической школы, в которой дважды изби-
рался ректором. Основные труды в области геометрии.

7Вито Вольтерра (Vito Volterra: 1860−1940) родился в Анконе. Учился в универ-
ситетах Флоренции, Пизы и в Высшей нормальной школе Пизы. Phd в 1882 году
под руководством Энрико Бетти (1823−1892). Профессор с 1883 года. Преподавал в
университетах Пизы, Турина и (с 1900 г.) Рима. В 1931 году отказался дать присягу
фашистскому режиму и уехал за границу. Вернулся накануне кончины в 1940 году.
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ниченная этими гиперсферами, будет Т. Возьмём Т’ симмет-
ричное Т относительно гиперплоскости, не пересекающей Т.
Если совместить точки, составляющие границы Т и Т’, путем
непрерывного преобразования Mn в Mn’ (n’>n), то получим
пространство класса Volterra».

Как следует из результатов статьи, пространства перво-
го вида сводятся к пространствам класса Volterra для n=3;
пространства второго и третьего вида могут быть сведены к
формам, близким к формам класса Volterra. Отметим так-
же, что все перестроения пространств в статье в результате
непрерывных преобразований сопровождаются для нагляд-
ности на 15-ти страницах несколькими сотнями рисунков.

В том же 1927 году Николай Николаевич Худеков8 и Вя-
чеслав Дмитриевич Львовский делают на заседании обще-
ства два обзорных доклада на тему «Современное состояние
Аnalysis situs». И на основе этих докладов он читает в 1928/29
учебном году спецкурс на физ-мехе ЛГУ, попадая в книгу
«Весь Ленинград на 1930 г.», как преподаватель (с. 349, 1
св.).

С 27 апреля по 4 мая 1927 года в Москве проходил Всерос-
сийский съезд математиков, в котором Львовский не участ-
вовал.

18 февраля 1928 года на заседании общества В.Д. Львов-
ский делает доклад «О замкнутых односторонних трёхмер-
ных пространствах», а через год в журнале Ленинградского
физ-мат. общества (1929, т. 2, вып. 2, с. 104−122 + 3 с. ри-
сунков) выходит его статья с тем же названием.

Статья состоит из четырёх параграфов: § 1. Элементар-
ные двойные линии односторонних поверхностей. § 2. Преоб-
разования двойных линий односторонних поверхностей. § 3.
Определение n-мерных односторонних пространств. § 4. Пре-

8О Н.Н. Худекове (1900−1942) подробнее см. [2, c. 12−14].
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образование конических линий односторонних трёхмерных
пространств.

В первом параграфе дается определение элементарной
двойной линии. (Двойную линию назовем элементарной, ес-
ли она не имеет кратных точек.) Основным результатом этого
параграфа является установление, что возможны только три
вида элементарных двойных линий, и проведено исследова-
ние их свойств.

Во втором параграфе вводится понятие характеристики
поверхности и доказывается теорема: Необходимое и доста-
точное условие для гомеоморфизма двух замкнутых поверх-
ностей с элементарными двойными линиями заключается в
равенстве характеристик.

Содержание следующего параграфа составляет общее
определение индикатрисы, конических элементов и односто-
ронних n-мерных пространств. Кроме того, даётся симмет-
ричное определение трехмерного замкнутого односторонне-
го пространства и два конкретных примера в 5-мерном про-
странстве E5.

В последнем параграфе обобщаются методы преобразова-
ний односторонних поверхностей на случай трех измерений,
а также методы преобразований двусторонних трехмерных
пространств обобщаются на односторонние.

С 24 по 30 июня 1930 года в Харькове состоялся I
Всесоюзный математический съезд. Его участником был и
В.Д. Львовский (он был зарегистрирован под № 262). В своём
докладе9 (Бюлл. № 1 Харьковского съезда, 1930. С. 35, также
«Труды Первого Всесоюзного математического съезда (Харь-
ков 1930)» (с. 23−24) В.Д Львовский дает решение вопроса,
как для замкнутого ориентированного трехмерного многооб-

9Доклад назывался «О риманизации трехмерных пространств». Прочитан он был
26 июня 1930 года на вечернем совместном заседании двух секций: геометрии и
теории функций и теории рядов.
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разия, заданного диаграммой Хегора10, получить представле-
ние в виде разветвленного накрытия 3-мерной сферы. Из по-
строений вытекало, что всякое риманово пространство можно
представить в многолистном виде с последовательным соеди-
нением листов. Получен также ряд следствий, касающихся
риманизации симметричных пространств и развертывающих-
ся трехмерных пространств.

В том же году после очередной реорганизации ВТ Акаде-
мии В.Д. Львовский переходит на работу в баллистическую
лабораторию Артиллерийской академии РККА.

Через четыре года с 24 по 30 июня в Ленинграде прошел II
Всесоюзный математический съезд. На этом съезде на секции
«Топология» В.Д. Львовский делает два доклада: «Некото-
рые гомеоморфизмы областей трёхмерного пространства» и
«Диаграмма Нееgaard’a трехмерного пространства и фунда-
ментальная группа» (см. [3, c. 129−131] и [4, c. 131−135]).

В первом докладе в трёхмерном пространстве E3(x,y,z)
тремя уравнениями:

x2 + y2 = 1, y = 0;

(x− y)2 + y2 = 4, z = 0;

(x+ y)2 + y2 = 4, z = 0,

задается цепочка трех окружностей, образующих вместе от-
крытую трехзвенную цепочку. Пусть каждая окружность бу-
дет осью тора с радиусом меридиана, равным одной трети.
Три тора не будут иметь общих точек и также, взятые вме-
сте, образуют открытую трехзвенную цепочку. Схематически

10Поуль Хегор (Poul Heegaard: 1871−1948) родился в Копенгагене. Учился в Ко-
пегагенском университете с 1889 по 1893 год; с 1897 года работал в Геттингене под
руководством Феликса Клейна. В 1898 году защитил диссертацию о трехмерных
многообразиях. С 1910 — года профессор в Копенгагенском университете. С 1918
года — профессор университета в Осло.
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её можно изобразить в виде

1− 2− 3,

где цифра изображает номер тора, а черта между цифрами
символизирует, что соответствующие торы зацеплены. Рас-
смотрим область в E3 вне этой цепочки торов и обозначим её
через M3’. Построенная цепочка поверхностей торов состав-
ляет границу M3’. Можно показать, что область M3’ с тремя
границами 1− 2− 3 гомеоморфна области M3” c границами:

где торы расположены в виде замкнутой трехзвенной цепоч-
ки.

Далее в статье даются контуры доказательства это-
го утверждения. Перед концом статьи приводится пример
двух четырехзвенных цепочек, составляющих границы гомео-
морфных областей. В конце статьи делается важное замеча-
ние: «А.А. Марков показал, что подобные построения не рас-
пространяются на n-звенные цепочки при n ≥ 5.» Марковым
же дано и первое построение для трёхзвенной цепочки. Пер-
вое построение для четырехмерной цепочки дал В.Д. Львов-
ский.

Вторая статья посвящена решению задачи: как для дан-
ного многолистного разветвленного накрытия построить диа-
грамму Хегора. Построение существенно опирается на ре-
зультаты статьи 1927 года и доклада на I Всесоюзном матема-
тическом съезде в Харькове (1930). Иллюстрируются постро-
ения примерами, когда три компоненты края симметричного
пространства суть поверхности торов, образующих простую
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открытую трехзвенную цепочку. Добавим, что построения со-
провождаются рисунками.

В 1935 году в издательстве ОНТИ вышла первая часть
востребованной книги «Задачи по высшей геометрии» трех
авторов: О.К. Житомирского, В.Д. Львовского и В.И. Ми-
линского. (Добавим, что вторая часть в виде отдель-
ной книги, посвященная дифференциальной геометрии, бы-
ла целиком написана Владимиром Ивановичем Милинским
(1898−1942) (см. [1 c. 49−51].)

Первый отдел книги под названием Analysis situs11 был
написан В.Д. Львовским. Он состоит из Введения и четырех
глав: Гл. 1. Отрезочные комплексы. Гл. 2. Двумерные мно-
гообразия. Гл. 3. Трехмерные многообразия. Гл. 4. Вопросы
n-мерной топологии.

Каждая глава начинается с теоретической части. Затем
идут задачи (их всего 215), часто сопровождаемые рисунками
(их 377).

Добавим, что весь первый отдел посвящен комбинатор-
ной топологии. В Введении дан краткий исторический обзор
развития топологии.

В первой главе, в частности, разбираются задачи на де-
ревья, графы, задачи о красках. Например, нужно доказать,
что всякая нормальная карта на сфере может быть окрашена
в пять цветов (задача № 37).

Вторая глава включает задачи на ленты, гомотопии и изо-
топии, поверхности Римана, кривые на поверхностях, сече-
ния поверхностей. Пример: продеформировать сферу с двумя
ручками в пространстве в двулистную риманову поверхность
с тремя парами точек ветвления (задача № 71).

В третьей главе помещены задачи на изотопию в про-
странстве, узлы, гомеоморфизмы, симметричные римановы

11От лат. – анализ положений.
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пространства, диаграммы. Пример: найти разбиение шара в
E3 на три элементарных связных полиэдра, так, чтобы сум-
ма любых двух из них была гомеоморфна тору (задача № 108
бис).

В четвертой главе помещен материал n-мерной топологии,
включая числа Бетти. Пример: найти числа Бетти для трех-
мерных пространств: 1) ограниченного двумя концентриче-
скими сферами, 2) ограниченного двумя коаксиальными то-
рами.

В 1947 году в «Вестнике Ленинградского университета»
(№ 11, с. 124−148) вышла большая статья Александра Дани-
ловича Александрова «Геометрия в Ленинградском универ-
ситете» . В ней ни слова не говорится о работах В.Д. Львов-
ского. Связано это было с арестом Вячеслава Дмитриевича
26 сентября 1937 года. Он тогда занимал должность помощ-
ника начальника отдела баллистической лаборатории Артил-
лерийской академии РККА.

Осужден он был 12 октября 1937 года как японский шпи-
он и приговорен к высшей мере наказания. Расстрелян 17 ок-
тября того же года. В 1955 году Вячеслав Дмитриевич Львов-
ский был полностью реабилитирован.

После ареста осенью 1941 года и смерти В.И Милинского
в 1942 году во внутренней тюрьме НКВД по Ленинграду и
Ленинградской области [5] книга «Задачи по высшей геомет-
рии» была изъята из библиотек. О ней нет даже упоминания
в книге «Математика в СССР за 40 лет» (М.: Физматлит,
1959). В 1992 году А.Д Александров в беседе со мной (а я
возглавлял тогда кафедру математического анализа в РГПУ
им. А.И. Герцена, на которой читал лекции по истории мате-
матики Александр Данилович) высказал желание написать о
Львовском и Милинском. Возможно, текст есть и остался в
его архиве.
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Summary
Oditets V. P. About a forgotten Leningrad topologist
The life and work of Leningrad topologist Lvovsky

Vyacheslav Dmitrievich (1899−1937) is described. He, along
with B. I. Delone (1890−1980), O.R. Zhytomirsky (1891−1942),
V. I. Milinsky (1898−1942), A.A. Markov (1903−1979) and later
with A.D. Aleksandrov, stood at the origins of the Leningrad
school of geometry and topology.
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АЛЕКСАНДР НИКОЛАЕВИЧ ТИХОМИРОВ

(К 70-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ)

А. В. Жубр

Статья посвящена доктору физико-математических
наук, профессору, главному научному сотруднику
Физико-математического института Коми научного
центра А. Н. Тихомирову.

Ключевые слова: Тихомиров Александр Николаевич.

10 августа 2021 года исполнилось 70 лет Александру Ни-
колаевичу Тихомирову — доктору физико-математических
наук, профессору, главному научному сотруднику Физико-
математического института Коми научного центра.

Александр Николаевич — известный специалист в обла-
сти теории вероятностей. Его научные интересы группируют-
ся вокруг таких важных и интересных вопросов, как теория
случайных матриц и предельные теоремы теории вероятно-
стей. Такие специалисты, как А. Н. Тихомиров, нужны не
только для дальнейшего развития теоретической математи-
ки, но и для других областей науки, а также при решении
многих практических задач. Так, например, во многих теоре-
тических и прикладных исследованиях требуется статистиче-
ская обработка результатов экспериментов. Математическая
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статистика (прикладная наука, неразрывно связанная с тео-
рией вероятностей) — еще одна специальность А. Н. Тихоми-
рова.

Александр Николаевич — не кабинетный ученый. Он мно-
го ездит по нашей стране и за границей, делая доклады на
конференциях и принимая участие в коллективной научной
работе как на родине, так и за рубежом. Одним из его по-
стоянных коллег и соавторов является известный немецкий
математик Фридрих Гёце (Friedrich Götze). Наряду с научной
работой в Коми НЦ А. Н. Тихомиров преподает в Сыктыв-
карском университете, пользуясь огромным уважением сту-
дентов и коллег-преподавателей.

А. Н. Тихомиров родился в небольшом поселке Пя-
жиева Сельга в Карелии, вблизи Петрозаводска. В 1966
году он поступил в знаменитый «45-й интернат» при
Санкт-Петербургском (Ленинградском) университете, после
окончания которого поступил на 1-й курс математико-
механического факультета ЛГУ. Завершив обучение в уни-
верситете с красным дипломом, Александр Николаевич по-
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ступил в аспирантуру — его руководителем стал известный
математик, действительный член РАН Ильдар Абдуллович
Ибрагимов. По окончании аспирантуры и успешной защиты
кандидатской диссертации Александр Николаевич был «рас-
пределен» в Сыктывкарский государственный университет,
где читал лекции по теории вероятностей, математической
физике, теории принятия решений и многим другим общим
и специальным дисциплинам. В 1995 году Александр Нико-
лаевич защитил докторскую диссертацию (эта защита была
признана Высшей аттестационной комиссией лучшей за по-
следний год) и в 1997 году получил звание профессора. С
2008 года А. Н. Тихомиров работает в Коми научном центре,
продолжая сотрудничество с СГУ.

Желаем Александру Николаевичу Тихомирову долгих
лет и дальнейших научных успехов!

Summary
Zhubr A. V.Alexander Nikolaevich Tikhomirov (on his 70th

birthday)
The article is dedicated to A. N. Tikhomirov, Doctor of

Physical and Mathematical Sciences, Professor, Chief Scientific
Associate of the Komi Scientific Center Institute of Physics and
Mathematics.
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