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Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è î ñòà-

òèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòÿõ ïåðâûõ öèôð íàòóðàëüíûõ ñòåïå-

íåé äâîéêè, ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è è ïðîñòûõ ÷èñåë â ñðåäå ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ PascalABC.NET. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ýëåìåíòû

òåîðèè ¾äëèííîé¿ àðèôìåòèêè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò çíà÷èòåëüíî

ðàñøèðÿòü îáúåìû ìíîæåñòâ èññëåäóåìûõ ìàññèâîâ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë è ìîãóò áûòü ïîëåçíû íà çàíÿòèÿõ ïî èçó÷åíèþ ÿçûêîâ ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ ñòóäåíòàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàêîí Áåíôîðäà, ñòåïåíè äâîéêè, ÷èñëà Ôèáî-

íà÷÷è, ïðîñòûå ÷èñëà, ñðåäà ïðîãðàììèðîâàíèÿ PascalABC.NET,

¾äëèííàÿ¿ àðèôìåòèêà.

XXI âåê ñ÷èòàåòñÿ èíôîðìàöèîííîé ýðîé èëè öèôðîâîé ýïîõîé. Ñå-

ãîäíÿ ÷åëîâåê íå ìîæåò ïðåäñòàâèòü ñâîþ æèçíü áåç èíôîðìàöèîí-

íûõ è êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé. ÝÂÌ � ýòî íåîòúåìëåìàÿ ÷àñòü

íàøåé æèçíè. Âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà ïîìîãàåò ðåøèòü ìíîãèå ìà-

òåìàòè÷åñêèå çàäà÷è, ïðîèçâîäèòü âñå áîëüøåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé

â ñåêóíäó, íàõîäèòü ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ ïðîáëåì, êîòîðûå,



92 Ïîïîâ Â. À., Êàíåâà Å. À.

óâû, íåïîäâëàñòíû óìàì ÷åëîâå÷åñòâà. Îäíàêî ïðè ðåøåíèè ñ ïîìîùüþ

ÝÂÌ çàäà÷, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî îáðàáàòûâàòü ìíîãîçíà÷íûå ÷èñëà,

ñóùåñòâóåò ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå: ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðñîíàëüíûõ

êîìïüþòåðîâ è íîóòáóêîâ, ïðèìåíÿåìûõ â ó÷åáíîì ïðîöåññå, ìû îãðà-

íè÷åíû ðàçìåðîì ÷èñåë (òèï int64), äëÿ êîòîðûõ áåç ñïåöèàëüíûõ ìåòî-

äîâ ìîæíî ïîëó÷àòü òî÷íûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé. Åñòåñòâåííî, ÷òî

ïðè îáó÷åíèè ïðîãðàììèðîâàíèþ ñòóäåíòîâ ïðîôèëåé ¾Èíôîðìàòèêà¿,

¾Ìàòåìàòèêà¿ (è ìíîãèõ äðóãèõ) íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñïîñîáû ïðå-

îäîëåíèÿ ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ.

Íèæå íà ïðèìåðå íåñêîëüêèõ êîíêðåòíûõ çàäà÷ áóäåò ïîêàçàíî, êàê

ìîæíî ðåøàòü íàçâàííóþ ïðîáëåìó ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ ¾äëèííîé

àðèôìåòèêè¿ [1], ò. å. ïðèåìîâ òî÷íûõ âû÷èñëåíèé íàä ÷èñëàìè, ðàç-

ðÿäíîñòü êîòîðûõ ïðåâûøàåò äëèíó ìàøèííîãî ñëîâà èñïîëüçóåìîé âû-

÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû. Ýòè îïåðàöèè ðåàëèçóþòñÿ ïðîãðàììíî, ñ ïîìî-

ùüþ ïðèìåíåíèÿ áàçîâûõ àïïàðàòíûõ ñðåäñòâ ðàáîòû ñ ÷èñëàìè ìåíü-

øèõ ïîðÿäêîâ [2�4].

Îñíîâíàÿ ÷àñòü

Â ñòàòüå [5] ðàññìîòðåíà ïðîáëåìàòèêà âûÿâëåíèÿ îïðåäåëåííûõ

ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé è èõ ñîîòâåòñòâèÿ çàêîíó Áåíôîðäà

(ñì. [6�9]) äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ ÷èñåë êàê ñïîñîáà àêòèâàöèè ó÷åá-

íîãî ïðîöåññà ïðè îâëàäåíèè êîìïüþòåðíûìè òåõíîëîãèÿìè. Â ÷àñòíî-

ñòè, â íåé áûëè ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

Ïðèìåð 1. Îïðåäåëèòü â ïðîöåíòàõ îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû ïîÿâëå-

íèÿ ïåðâûõ öèôð ó ÷èñåë 2n, ìåíüøèõ ÷åì 5·1016, äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ
öåëûõ n.

Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü, ñîîòâåòñòâóåò ëè çàêîíó Áåíôîðäà îòíî-

ñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ïåðâûõ öèôð íà ìíîæåñòâå ÷èñåë Ôèáî-

íà÷÷è, ìåíüøèõ ÷åì 8 · 1018.
Ïðèìåð 3. Èññëåäîâàòü, ñîîòâåòñòâóåò ëè çàêîíó Áåíôîðäà îòíî-

ñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ïåðâûõ öèôð ïðîñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ
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÷åì 107.

Äëÿ èõ ðåøåíèÿ áûëè ðàçðàáîòàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîãðàììû,

íàïèñàííûå â PascalABC.NET. Ïîñêîëüêó çàäà÷è ïðåäíàçíà÷àëèñü äëÿ

ó÷åáíîãî ïðîöåññà, áûëè ñîçäàíû ïðîãðàììû äâóõ âèäîâ: áåç èñïîëü-

çîâàíèÿ ìàññèâîâ è ïîñðåäñòâîì ìàññèâîâ, â êîòîðûõ áûëè ïðèìåíåíû

ñòàíäàðòíûå âîçìîæíîñòè ñðåäû ïðîãðàììèðîâàíèÿ (îïåðàòîðû: ïðè-

ñâàèâàíèÿ, âûâîäà íà ýêðàí, ñîñòàâíîé, äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

div; öèêëû: ñ ïðåäóñëîâèåì, ñ ïîñòóñëîâèåì, ñ ïàðàìåòðîì, è äðóãèå

èçó÷àåìûå ñðåäñòâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ). Ñàìà ïîñòàíîâêà çàäà÷ ïîç-

âîëÿëà äîñòè÷ü ýòîãî. Ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé

óêàçàíû â òàáë. 1�3.

Òàáëèöà 1

Ñòàòèñòèêà ïåðâûõ öèôð ñòåïåíåé ÷èñëà 2, ìåíüøèõ 5 · 1016

1-ÿ öèôðà ÷èñëà 2n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

% 30,16 20,63 9,52 11,11 9,52 6,35 3,17 7,94 1,59

Òàáëèöà 2

Ñòàòèñòèêà ïåðâûõ öèôð ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, ìåíüøèõ 8 · 1018

1-ÿ öèôðà ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è 1 2 3 4 5 6 7 8 9

% 29,35 18,48 11,96 9,78 7,61 6,52 5,44 6,52 4,35

Òàáëèöà 3

Ñòàòèñòèêà ïåðâûõ öèôð ïðîñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 10000000

1-ÿ öèôðà ïðîñòîãî ÷èñëà 1 2 3 4 5 6 7 8 9

% 12,04 11,59 11,33 11,15 10,98 10,87 10,77 10,69 10,58
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Ñðàâíèì èõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè çàêîíà Áåíôîðäà (äëÿ

äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ): âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâàÿ öèôðà

÷èñëà x > 1 ðàâíà p (p ∈ {1, 2, . . . , 9}), ñîñòàâëÿåò lg(p + 1) − lg p =

= lg(1 + 1/p). Â ïðîöåíòàõ (ñ òî÷íîñòüþ äî 0,1) îíè ïîêàçàíû â òàáë. 4

èç [9]:

Òàáëèöà 4

Ñòàòèñòèêà ïåðâûõ öèôð çàêîíà Áåíôîðäà

1-ÿ öèôðà ÷èñëà x > 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

% 30,1 17,6 12,5 9,7 7,9 6,7 5,8 5,1 4,6

Îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèé â òàáë. 1 è 2 èìåþòñÿ, õîòÿ è íå ñòîëü çíà-

÷èòåëüíûå êàê â òàáë. 3. Íà ñîîòâåòñòâóþùåì çàíÿòèè ñî ñòóäåíòàìè

ìîæíî âûÿñíèòü âîçìîæíóþ ïðè÷èíó ýòèõ îòêëîíåíèé è ïîñòàâèòü çà-

äà÷ó î âûÿâëåíèè òåíäåíöèè â èçìåíåíèÿõ çíà÷åíèé, åñëè óâåëè÷èâàòü

ìîùíîñòè èññëåäóåìûõ ìíîæåñòâ ðàññìàòðèâàåìûõ ÷èñåë.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåííûå â ðàáîòå [5] ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèþ

óêàçàííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé óæå íå ïîçâîëÿþò äåëàòü

ýòî óâåëè÷åíèå: âîçíèêàåò ïðåâûøåíèå ðàçðÿäíîñòè 64.

Êàê ñêàçàíî â ñòàòüå Ñ. Ì. Îêóëîâà [1]: ¾×èñëà, äëÿ ïðåäñòàâëå-

íèÿ êîòîðûõ â ñòàíäàðòíûõ êîìïüþòåðíûõ òèïàõ äàííûõ íå õâàòàåò

êîëè÷åñòâà äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ, íàçûâàþòñÿ ¾äëèííûìè¿. Ðåàëèçàöèÿ

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä òàêèìè ¾äëèííûìè¿ ÷èñëàìè ïîëó÷èëà

íàçâàíèå ¾äëèííîé¿ àðèôìåòèêè. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìû ñàìè äîëæíû

ïîçàáîòèòüñÿ î ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë â ìàøèíå è î òî÷íîì âûïîëíåíèè

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä íèìè. . . ¿.

Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ ïðèåìîâ è èäåé ¾äëèííîé¿ àðèôìåòèêè â

ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ PascalABC.NET íàìè áûëè ðàçðàáîòàíû íî-

âûå ïðîãðàììû ðåøåíèÿ ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷ 1�3 â ñëó÷àÿõ

çíà÷èòåëüíî áîëåå ìíîãîçíà÷íûõ ÷èñåë. Òåïåðü êàæäîå ÷èñëî ïðåäñòàâ-
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ëÿåòñÿ â âèäå ìàññèâà öèôð, ïðè÷åì ÷èñëî êîäèðóåòñÿ â ìàññèâ òàê, ÷òî

ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ýëåìåíòîì ìàññèâà. Êîëè÷å-

ñòâî ýëåìåíòîâ ìàññèâà îïðåäåëÿåòñÿ ïîëüçîâàòåëåì. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ïåðâîé öèôðû ÷èñëà èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò ìàññèâà, îáîçíà-

÷àþùåãî äàííîå ÷èñëî.

Íèæå ïðèâåäåíû ôðàãìåíòû è êîììåíòàðèÿ íîâûõ ïðîãðàìì, ñîîò-

âåòñòâóþùèå êàæäîé âûøå ñôîðìóëèðîâàííîé ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëü-

ñêîé çàäà÷å.

1. Î ïðîãðàììå äëÿ ñòåïåíåé äâîéêè.

Â íåé ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà max ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ñàì âû-

áðàòü îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öèôð èññëåäóåìîãî

÷èñëà âïëîòü äî 107 è ïðåäñòàâèòü ýòî ÷èñëî â âèäå ìàññèâà öèôð

digit = 0..9; massiv = array[1..max] of digit. Ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà kol

ìîæíî âûáèðàòü êîëè÷åñòâî èññëåäóåìûõ ñòåïåíåé äâîéêè.

Ïðèâåäåì åå ôðàãìåíò, êîòîðûé ïîêàçûâàåò èñïîëüçîâàíèå òåîðèè

¾äëèííîé¿ àðèôìåòèêè ïðè ïîëó÷åíèè íîâîé ñòåïåíè äâîéêè (óìíîæå-

íèè ïðåäûäóùåé ñòåïåíè äâîéêè íà äâà):

Program stepeni_dvojki;

const max = 10000000; //ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öèôð ÷èñëà

type digit = 0..9; massiv = array[1..max] of digit;

var ch1,ch2,ch3:massiv; //÷èñëà, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå ìàññèâà öèôð

k,kol:word; p:array[0..9] of word; x:digit;

Procedure obnulenie(var A:massiv);

. . .

Procedure umnozhenie(A,B:massiv; var C:massiv; var t1:digit);

var i,j:word; q:digit; prom:0..99;

begin

obnulenie(C);

for i:=1 to kolichestvo_cifr(A) do

begin
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q:=0;

for j:= 1 to kolichestvo_cifr(B) do

begin

prom:=A[i]*B[j]+q+C[i+j-1]; //óìíîæåíèå äâóõ ñîîòâåòñòâóþùèõ öèôð

÷èñåë À è Â

C[i+j-1]:=prom mod 10; //îñòàòîê îò öåëî÷èñëåííîãî äåëåíèÿ ïîëó÷åí-

íîãî ðàíåå ïðîèçâåäåíèÿ íà 10

q:=prom div 10; //öåëàÿ ÷àñòü îò äåëåíèÿ ïîëó÷åííîãî ðàíåå ïðîèçâå-

äåíèÿ íà 10

end;

C[i+j]:=q //ïîëó÷åíèå ýëåìåíòà ìàññèâà (ïîëó÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé

öèôðû ÷èñëà Ñ � ðåçóëüòàòà îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ÷èñåë À è Â)

. . .

end;

Begin

. . .

write('Ââåäèòå êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé äâîéêè: ');readln(kol); //ââîä ïîëü-

çîâàòåëåì êîëè÷åñòâà ñòåïåíåé äâîéêè

writeln('2');

for k:=1 to kol-1 do

begin

umnozhenie(ch1,ch2,ch3,x); //ïîëó÷åíèå íîâîé ñòåïåíè äâîéêè vyvod(ch3);

//âûâîä íà ýêðàí íîâîé ñòåïåíè äâîéêè

. . .

end;

. . .

end.

Â ïðîãðàììå èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå ïîäïðîãðàììû (ïðî-

öåäóðû è ôóíêöèè): îáíóëåíèå ÷èñëà (ìàññèâà öèôð) � Procedure

obnulenie(var A:massiv), îïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà öèôð â ÷èñëå (ýëåìåí-
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òîâ ìàññèâà) � Function kolichestvo_cifr(A:massiv):word, âûâîä ÷èñëà íà

ýêðàí � Procedure vyvod(A:massiv), óìíîæåíèå äâóõ ÷èñåë � Procedure

umnozhenie(A,B:massiv; var C:massiv; var t1:digit).

Ñ ïîìîùüþ íåå áûëè èññëåäîâàíû (ïîñëå çàïóñêà ïðîãðàììû â îêíå

ñîîáùåíèé ïîÿâëÿåòñÿ: ¾Ââåäèòå êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé äâîéêè:¿, äàëåå

ïîëüçîâàòåëü ââîäèò ñ êëàâèàòóðû çàäàâàåìîå äëÿ èññëåäîâàíèé ÷èñëî.

Ïðîãðàììà çàïîìèíàåò ýòî ÷èñëî è ïðîäîëæàåò ñâîþ ðàáîòó) ïåðâûå

2000 ñòåïåíåé äâîéêè (ñàìîå ¾äëèííîå¿ ÷èñëî � 600-çíà÷íîå) è ïîëó÷å-

íû ðåçóëüòàòû (ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ äî 0,01), ïðèâåäåííûå â òàáë. 5.

Òàáëèöà 5

Ñòàòèñòèêà ïåðâûõ öèôð äëÿ ïåðâûõ 2000 ñòåïåíåé ÷èñëà 2

1-ÿ öèôðà ÷èñëà 2n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

% 30,10 17,70 12,40 9,70 8,00 6,70 5,70 5,25 4,45

Îíè îêàçàëèñü áîëåå áëèçêèìè ê çíà÷åíèÿì çàêîíà Áåíôîðäà è ïðè-

âåäåííûì â ðàáîòå [10], ÷åì â òàáë. 1.

2. Î ïðîãðàììå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïåðâûõ öèôð ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è

(ïðèâåäåíû ôðàãìåíò îñíîâíîé ïðîãðàììû è òåêñò ïîäïðîãðàììû äëÿ

ñëîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîììåíòàðèÿìè):

Program chisla_�bonachchi;

. . .

var ch1,ch2,ch3:massiv;

. . .

Procedure slozhenie(A,B:massiv; var C:massiv; var t1:digit);

. . .

if kolichestvo_cifr(A)>=kolichestvo_cifr(B) //îïðåäåëåíèå ñëàãàåìîãî,

èìåþùåãî íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî öèôð

then

begin
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for i:=1 to kolichestvo_cifr(A) do

begin

prom:=A[i]+B[i]+q; //ñëîæåíèå äâóõ ñîîòâåòñòâóþùèõ öèôð ÷èñåë À è

Â

C[i]:=prom mod 10; //îñòàòîê îò öåëî÷èñëåííîãî äåëåíèÿ ïîëó÷åííîãî

ðàíåå ñëîæåíèÿ íà 10 (îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé öèôðû ÷èñëà Ñ �

ðåçóëüòàòà ñëîæåíèÿ öèôð À è Â)

q:=prom div 10; //öåëîå îò äåëåíèÿ ïîëó÷åííîãî ðàíåå ñëîæåíèÿ íà 10

end; end . . .

Begin

. . .

write('Ââåäèòå ïðèìåðíîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è: ');readln(m);

. . .

for k:=1 to trunc(m/2)-1 do

begin

slozhenie(ch1,ch2,ch3,x); //ïîëó÷åíèå íîâîãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è

vyvod(ch3); //âûâîä íà ýêðàí ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è

. . .

end;

. . .

end.

Â ýòîé ïðîãðàììå èñïîëüçîâàíû òå æå ïîäïðîãðàììû, ÷òî è â ïðåäû-

äóùåé çàäà÷å, íî âìåñòî ïðîöåäóðû óìíîæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà

ñëîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë (ìàññèâîâ) � Procedure slozhenie(A,B:massiv; var

C:massiv; var t1:digit). Â íåé ïîëüçîâàòåëü òàêæå ìîæåò ñàì âûáèðàòü

êîëè÷åñòâî èññëåäóåìûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà m.

Íàìè áûëè èññëåäîâàíû ïåðâûå 4000 ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è (ñàìîå

¾äëèííîå¿ ÷èñëî â ýòîì ðàñ÷åòå � 831-çíà÷íîå ÷èñëî) è ïîëó÷åíû ñëå-

äóþùèå ðåçóëüòàòû (òàáë. 6).

Îíè òàêæå áîëåå áëèçêè ê äàííûì, îòðàæåííûì â òàáë. 4 çàêîíà
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Òàáëèöà 6

Ñòàòèñòèêà ïåðâûõ öèôð äëÿ ïåðâûõ 4000 ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è

1-ÿ öèôðà ÷èñëà 2n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

% 30,10 17,63 12,53 9,65 7,95 6,65 5,78 5,15 4,58

Áåíôîðäà è äàííûì â ðàáîòå [11], ÷åì â òàáë. 2.

3. Î ïðîãðàììå äëÿ âûÿâëåíèÿ ñòàòèñòèêè ïåðâûõ öèôð ïðîñòûõ

÷èñåë:

Program prostie_chisla;

var ch1,ch2,ch3:massiv;

. . .

Prozedure obnulenie(var A:massiv);

. . .

Begin

. . .

write('Ââåäèòå âîçìîæíîå ìàêñèìàëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî: ');readln(n);

//ââîä ïîëüçîâàòåëåì âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ èññëåäîâàíèÿ

. . .

proverka_na_prostotu(ch1,S); //ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî ïðîñòûì

if S=0

then

begin

vyvod(ch1); //âûâîä íà ýêðàí ïðîñòîãî ÷èñëà

i:=ch1[kolichestvo_cifr(ch1)];

k[i]:=k[i]+1;

slozhenie(ch1,ch2,ch3); //ïîëó÷åíèå íîâîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

ch1:=ch3;

n:=n-1

end
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else

begin

slozhenie(ch1,ch2,ch3);

ch1:=ch3

end

end;

. . .

end.

Â ýòîé ïðîãðàììå, êðîìå óïîìÿíóòûõ ðàíåå ïîäïðîãðàìì, èñïîëü-

çóþòñÿ òàêæå: ñðàâíåíèå äâóõ ÷èñåë (ìàññèâîâ) � Procedure sravnenie

(A,B:massiv; var perestAA,perestBB,perestAABB:Boolean), íàõîæäåíèå

êâàäðàòíîãî êîðíÿ � Procedure kv_koren (A:massiv; var B:massiv), ïðî-

âåðêà ÷èñëà íà ïðîñòîòó � Procedure proverka_na_prostotu (A:massiv;

var S1:word).

Êàê è îæèäàëîñü, ïðèìåíåíèå ïðîöåäóð ¾äëèííîé¿ àðèôìåòèêè ïðè

ïðîâåðêå ïðîñòîòû áîëüøèõ ÷èñåë íà èñïîëüçóåìûõ â ó÷åáíîì ïðîöåññå

ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðàõ âåñüìà ñèëüíî óâåëè÷èâàëî âðåìÿ ïîëó÷å-

íèÿ ðåçóëüòàòà. (Òàê, â îäíîé èç íàøèõ ïðîáíûõ ïðîâåðîê, ïðè ââî-

äå êîëè÷åñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë äëÿ èññëåäîâàíèÿ â 10 ìëí, êîìïüþòåð

âû÷èñëÿë ïîäðÿä áîëåå ïÿòè ñóòîê.) Îäíàêî ýòè âû÷èñëåíèÿ äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ èññëåäóåìûõ ïðîìåæóòêîâ ïîêàçûâàëè ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ

çíà÷åíèé äîëåé ïðîñòûõ ÷èñåë, íà÷èíàþùèõñÿ íà ôèêñèðîâàííóþ äå-

ñÿòè÷íóþ öèôðó, îò ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé çàêîíà Áåíôîðäà.

Ðàçìûøëåíèÿ íàä ïðè÷èíàìè óêàçàííûõ îòëè÷èé ïðèâåëè ê âûÿâ-

ëåíèþ ðÿäà çàêîíîìåðíîñòåé. Óêàæåì îäíó èç íèõ.

Ïóñòü p
(m)
n � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ¾Ïðîñòîå ÷èñëî, ìåíüøåå ÷åì

10n+1, íà÷èíàåòñÿ íà öèôðó m¿ (çäåñü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, m ∈
{1, 2, . . . , 9}). Âû÷èñëåíèÿ ïî ïðîãðàììå ïîêàçàëè, ÷òî ñ ðîñòîì n çíà-

÷åíèÿ p(m)
n ïðè ðàçëè÷íûõ m âñå ìåíüøå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.

Ýòîò âûâîä ìîæíî ïîäòâåðäèòü, èñïîëüçóÿ àñèìòîòè÷åñêóþ îöåíêó
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äëÿ ôóíêöèè π(x) � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ x.

Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî íåîäíîçíà÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, íà÷èíàþùèõñÿ

íà öèôðó m è ìåíüøèõ 10n+1, ðàâíî

S(m)
n =

n∑
k=1

(
π
(
(m+ 1) · 10k

)
− π(m · 10k)

)
,

à ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòü p(m)
n =

(
a+ S

(m)
n

)
: π(10n+1), ãäå a = 1

ïðèm = 2, 3, 5, 7, è ðàâíà 0 � â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Î÷åâèäíî, ÷òî íåíó-

ëåâûìè çíà÷åíèÿìè a ïðè îöåíêå èñêîìûõ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî ïðåíå-

áðå÷ü.

Äëÿ îöåíêè ïîâåäåíèÿ âåëè÷èí S(m)
n : π(10n+1) ïðè n→ ∞ ïðèìåíèì

• àñèìïòîòèêó Ëåæàíäðà (1808 ã.):

π(x)˜
x

lnx− b
, ãäå b = 1, 08366, (∗)

êîòîðàÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ íà÷àëà ðÿäà ïðîñòûõ ÷èñåë äàåò áîëåå

òî÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ π(x), ÷åì çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë

π(x) ˜x/ lnx (äîêàçàííûé Æ. Àäàìàðîì è Ø. Âàëëå-Ïóññåíîì â 1896

ãîäó) [12, ñ. 179];

• íåðàâåíñòâî:

π(n) >
n

lnn
(ïðè n > 17) [13, c. 127]. (∗∗)

Â ñèëó (*) è (**) èìååì:

S
(m)
n

π(10n+1)
≈ 1

π(10n+1)
·

n∑
k=1

(
(m+ 1)10k

ln (m+ 1) + k · ln 10− b
− m10k

lnm+ k · ln 10− b

)
6

6 (n+ 1) ln 10

10n+1
·

n∑
k=1

10k

ln (m+ 1) + k · ln 10− 1, 08366
.

Ïîëó÷åííûå ïî ýòîé ôîðìóëå âåðõíèå îöåíêè èññëåäóåìûõ âåðîÿò-

íîñòåé ïðè n = 250 èìåþò çíà÷åíèÿ, ïðèâåäåííûå â òàáë. 7.



102 Ïîïîâ Â. À., Êàíåâà Å. À.

Òàáëèöà 7

Ñòàòèñòèêà ïåðâûõ öèôð ïðîñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 10251

1-ÿ öèôðà

ïðîñòîãî

÷èñëà

1 2 3 4 5 6 7 8 9

p
(m)
n íà

[2; 10251]

0,111681 0,1116 0,1115 0,1115 0,1115 0,1114 0,1114 0,1114 0,1114

Òàêèì îáðàçîì íà ìíîæåñòâàõ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ ÷åì

10n+1, ïðè n→ ∞ âåðîÿòíîñòè p(m)
n → 1

9
äëÿ êàæäîãî m ∈ {1, 2, . . . , 9}.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ïðîãðàììû â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ

PascalABC.NET, èñïîëüçóþùèå ýëåìåíòû òåîðèè ¾äëèííîé¿ àðèôìå-

òèêè, êîòîðûå ïîçâîëèëè çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèòü îáúåìû ìíîæåñòâ èñ-

ñëåäóåìûõ ìàññèâîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññìîòðåííû-

ìè ïåðâîíà÷àëüíî â [5]. Ïîêàçàííûé ïîäõîä íå òîëüêî óñèëèâàåò èíòåðåñ

ê ðàññìîòðåííûì ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêèì çàäà÷àì î ñòàòèñòèêå ïåð-

âûõ öèôð íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé äâîéêè, ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è è ïðîñòûõ

÷èñåë, íî è áóäåò ïîëåçåí íà çàíÿòèÿõ ïî èçó÷åíèþ ÿçûêîâ ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ ñòóäåíòàìè. Îí òàêæå ïîçâîëèë îáíàðóæèòü íîâîå èíòåðåñíîå

ñâîéñòâî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë: î ¾ðàâíîâåðîÿòíîñòè¿ íà÷àëüíûõ

öèôð ó ïðîñòûõ ÷èñåë íà ïðîìåæóòêàõ îò 1 äî 10n ïðè î÷åíü áîëüøèõ

n.
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Summary

Popov V. A., Kaneva E. A. ¾Long¿ arithmetic in studies of statistics

of the �rst digits of powers of two, Fibonacci numbers and primes

The paper deals with educational and research problems of statistical

regularities of the �rst digits of natural powers of two, Fibonacci numbers

and Prime numbers in the programming environment PascalABC.NET.

At the same time, elements of the theory of ¾long¿ arithmetic are used,

which allow to signi�cantly expand the volume of sets of the studied arrays
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of natural numbers and can be useful in the classroom for the study of

programming languages by students.
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