
ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÀÒÅÐÈÀËÛ

© Ïîïîâ Â. À., 2019.

Âåñòíèê Ñûêòûâêàðñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Ñåðèÿ 1: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà.

Âûïóñê 2 (31). 2019

ÓÄÊ 372.8:517.1

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÑÊÈÅ ÇÀÄÀ×È Â ÊÓÐÑÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ:

ÏÐÅÄÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÑÒÜ

Â. À. Ïîïîâ

Äàíà õàðàêòåðèñòèêà êîìïëåêòà èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷,

ðàçðàáîòàííûõ àâòîðîì ïî òåìàòèêå ðàçäåëîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, ñôîðìóëèðîâàííûõ ñ ïîìî-

ùüþ ââåäåííîãî èì ïîíÿòèÿ ïðåäíåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷-

êå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èññëåäîâàòåëüñêàÿ çàäà÷à, ïðåäíåïðåðûâíîñòü

ôóíêöèè â òî÷êå ñëåâà (ñïðàâà).

Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç êàê ó÷åáíàÿ äèñöèïëèíà îáëàäàåò îñîáåí-

íîñòÿìè, ñîçäàþùèìè áëàãîïðèÿòíûå óñëîâèÿ äëÿ ðàçâèòèÿ èññëåäî-

âàòåëüñêèõ óìåíèé è íàâûêîâ ñòóäåíòîâ. Îäíàêî â ñèëó îãðàíè÷åííî-

ñòè êîëè÷åñòâà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïðè èçó÷åíèè ìíîãèõ òåì êóðñà

â àóäèòîðèè ñ îáó÷àåìûìè óäàåòñÿ ðåøàòü ëèøü çàäà÷è ñòàíäàðòíî-

ãî òèïà. Òàêîå îáó÷åíèå íå ïîçâîëÿåò ôîðìèðîâàòü ó ñòóäåíòîâ ýëå-

ìåíòîâ èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè. Âûõîäîì èç ïîëîæåíèÿ ìîãóò

ñòàòü èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ èññëåäîâàòåëüñêîãî õàðàêòåðà, êîòîðûå

äàþòñÿ ïðåïîäàâàòåëåì çàðàíåå, ïðåèìóùåñòâåííî â íà÷àëå ïðîõîæäå-

íèÿ òåìû. Ýòè çàäàíèÿ ñòóäåíò âûïîëíÿåò âíå çàíÿòèé, â ñ÷åò ÷àñîâ,
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ïðåäóñìîòðåííûõ ñîâðåìåííûìè ÔÃÎÑ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè ýòîì îáó÷àþùèéñÿ äîëæåí èìåòü âîçìîæíîñòü

êîíñóëüòèðîâàòüñÿ ñ ïðåïîäàâàòåëåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èòîãè òàêîé

èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû äîëæíû áûòü äîëîæåíû è îáñóæäåíû íà

àóäèòîðíûõ çàíÿòèÿõ (êîòîðûå îðãàíèçóþòñÿ ïðåïîäàâàòåëåì â ôîð-

ìàòå ñåìèíàðà èëè êîíôåðåíöèè).

Ìû íå áóäåì çäåñü óãëóáëÿòüñÿ â îáñóæäåíèå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ

èññëåäîâàòåëüñêîé çàäà÷è, òåì áîëåå ÷òî â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå îäíî-

çíà÷íîé ôîðìóëèðîâêè òàêîãî îïðåäåëåíèÿ íåò (íàïðèìåð, â ðàáîòå [1]

ïðèâåäåíî 15 ôîðìóëèðîâîê ðàçíûõ èññëåäîâàòåëåé). Îïóñêàåì òàêæå

îáîñíîâàíèå âàæíîñòè è ïîëåçíîñòè ðàññìîòðåíèÿ òàêèõ çàäà÷ â ó÷åá-

íîì ïðîöåññå (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è èññëåäîâàòåëüñêîãî õàðàêòåðà èìåþòñÿ âî ìíî-

ãèõ õîðîøèõ ñáîðíèêàõ çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó.

Õîðîøèì äîïîëíåíèåì ê íèì ñëóæèò ñïåöèàëüíîå ïîñîáèå Ãåëáàóìà

Á. è Îëìñòåäà Äæ. [2], êîòîðîå äëèòåëüíîå âðåìÿ áûëî åäèíñòâåííûì â

ýòîì ðîäå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïóáëèêàöèé òàêîãî âèäà ìíîãî, îòìåòèì

ëèøü ïîñîáèÿ [3] è [4].

Íèæå èçëàãàåòñÿ êîìïëåêò ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷, êîòî-

ðûé áûë ïðåäñòàâëåí â äîêëàäå íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòå-

ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿ â äåêàáðå

2018 ãîäà [5], ðàçðàáîòàííûé àâòîðîì â ñâÿçè ñ ââåäåííûì èì íîâûì

ïîíÿòèåì ïðåäíåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå [6, ñ. 111].

Ïóñòü äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà íà ìíîæåñòâå

D(f) ⊂ (−∞; +∞) è òî÷êà x0 ïðèíàäëåæèò D(f).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ïðåäíåïðåðûâíîé â òî÷êå

x0 ñïðàâà (ñëåâà), åñëè íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ñõîäÿùàÿñÿ ê x0 ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü (xn) çíà÷åíèé àðãóìåíòà ôóíêöèè f , äëÿ êîòîðîé âñå

÷ëåíû xn áîëüøå (ñîîòâåòñòâåííî ìåíüøå) x0 è f(xn) → f(x0).

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ïðåäíåïðåðûâíîé â òî÷êå
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x0, åñëè îíà ïðåäíåïðåðûâíà â íåé ñëåâà èëè ñïðàâà.

Óæå íà ýòàïå èññëåäîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé ýòèõ ïîíÿòèé ñ íåïðåðûâ-

íîñòüþ â òî÷êå óñòàíîâëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ, íåîáõîäèìûõ

è / èëè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïðåäíåïðåðûâíîñòè, âîçíèêàåò ìíîãî èí-

òåðåñíûõ çàäà÷ (ñì. [7, ñ. 9�12, 14�19]).

Òàê ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäíåïðå-

ðûâíà â êàæäîé ïðåäåëüíîé òî÷êå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, à â êàæ-

äîé åå âíóòðåííåé òî÷êå îíà ïðåäíåïðåðûâíà ñïðàâà è ñëåâà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, êîòîðûå íå

èìåþò íè îäíîé òî÷êè ïðåäíåïðåðûâíîñòè (íàïðèìåð, ýòî ôóíêöèè

y =
√
x+

√
−x è y =

√
cosx− 1).

Íàïðîòèâ, ôóíêöèÿ Äèðèõëå ψ(x), ðàâíàÿ 1 íà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñ-

ëàõ è 0 � íà èððàöèîíàëüíûõ, ïðåäíåïðåðûâíà ñëåâà è ñïðàâà â êàæäîé

òî÷êå, õîòÿ ýòà ôóíêöèÿ â êàæäîé òî÷êå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íå

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ñëåâà, è ñïðàâà.

Ïðèâåäåì åùå îäíî èíòåðåñíîå ñîïîñòàâëåíèå. Ôóíêöèÿ

g(x) = (1/x) ·sin(1/x) íåïðåðûâíà âñþäó, ãäå îíà îïðåäåëåíà (ò. å. êðîìå
òî÷êè x = 0). Ïðè ïîïûòêå ðàñøèðèòü ýòó ôóíêöèþ íèêàêîå ÷èñëîâîå

çíà÷åíèå g(0) íå ïîçâîëèò äîáèòüñÿ íåïðåðûâíîñòè ðàñøèðåííîé ôóíê-

öèè â òî÷êå x = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ëþáîì âûáðàííîì çíà÷åíèè

g(0) ýòî ðàñøèðåíèå áóäåò ïðåäíåïðåðûâíûì ñïðàâà è ñëåâà â òî÷êå 0.

Èçó÷åíèå ñâÿçåé ïðåäíåïðåðûâíîñòè ñ äðóãèìè ïîíÿòèÿìè èç ìà-

òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà îñóùåñòâëåíî íàìè â ðàáîòàõ [6�8]. Îêàçàëîñü,

÷òî ñ ïîìîùüþ ïðåäíåïðåðûâíîñòè ìîæíî îáîáùàòü ìíîãèå, õîòÿ è íå

âñå, òåîðåìû êëàññè÷åñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, â ôîðìóëèðîâ-

êàõ êîòîðûõ ïðèìåíÿëîñü óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè. Ýòî ïîçâî-

ëèëî ñôîðìóëèðîâàòü èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è î ïðåäíåïðåðûâíîñòè

ïî ìíîãèì òåìàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà: ìîíîòîííîñòü; ñâÿçíîñòü;

êëàññû ôóíêöèé, àíàëîãè÷íûå êëàññàì Áýðà; íåïðåðûâíîñòü (äèôôå-

ðåíöèðóåìîñòü) íà èíòåðâàëàõ ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè íà èõ
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êîíöàõ; ïðèìåíåíèå ïðîèçâîäíûõ ê èññëåäîâàíèþ ôóíêöèé; ïðàâèëà

Ëîïèòàëÿ; ïåðâîîáðàçíûå; èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ðèìàíó; îáîáùåíèÿ òåî-

ðåì î ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûìè ÷ëåíàìè â ôîðìàõ Ëàãðàíæà è

Êîøè.

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå ïðèìåðû èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷ (êîòî-

ðûå áîëüøåé ÷àñòüþ ÿâëÿþòñÿ ñêîðåå òåìàìè èññëåäîâàíèé).

Çàäà÷à 1. Êàæäàÿ àääèòèâíàÿ íà ìíîæåñòâå (−∞; +∞) ôóíêöèÿ

ïðåäíåïðåðûâíà ñëåâà è ñïðàâà â êàæäîé òî÷êå èç (−∞; +∞).

Çàäà÷à 2. Åñëè ïðîîáðàç õîòÿ áû îäíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ÿâëÿ-

åòñÿ íåñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì, òî èìååòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà òî÷êà

ïðåäíåïðåðûâíîñòè ýòîé ôóíêöèè.

Çàäà÷à 3. Èññëåäóéòå, ÿâëÿåòñÿ ëè äîñòàòî÷íûì äëÿ ïðåäíåïðåðûâ-

íîñòè ôóíêöèè â ïðåäåëüíîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êàêîå-ëèáî èç

óñëîâèé â òåðìèíàõ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ñíèçó (ñâåðõó) â ýòîé

òî÷êå.

Çàäà÷à 4. Ñëåäóåò ëè èç ïðåäíåïðåðûâíîñòè â òî÷êå 0 ñëåâà è ñïðà-

âà óñëîâèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå ñíèçó èëè ñâåðõó?

Çàäà÷à 5. Ïåðåôðàçèðóéòå îïðåäåëåíèÿ 1 è 2, ïðèìåíèâ ε-ïîäõîä

Î. Êîøè èëè òåðìèíîëîãèþ îêðåñòíîñòåé.

Îòìåòèì, ÷òî ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ ïðåäíåïðåðûâíîñòè

ïîñðåäñòâîì îêðåñòíîñòåé ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü è èçó÷àòü ýòî ïî-

íÿòèå è äëÿ îòîáðàæåíèé φ : X → Y îäíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâàX â äðóãîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y , â ÷àñòíîñòè äëÿ ìåòðè-

÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y , èëè ôóíêöèé u = f(x1, x2, ..., xn) íåñêîëüêèõ

äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ýòî íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé ìû çäåñü

îïóñêàåì.

Ïóñòü äàíû äâå ÷èñëîâûå ôóíêöèè y = f(x) è y = g(x), è ïóñòü x0 �

âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà D(f) ∩D(g).

Çàäà÷à 6. Èññëåäóéòå âîïðîñ î âûïîëíèìîñòè (èëè íåò) îäíîãî èç

óñëîâèé ïðåäíåïðåðûâíîñòè â òî÷êå x0 äëÿ ôóíêöèé: f ± g, g± f , f · g,
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g · f , f/g (ïðè g(x0) ̸= 0) è g/f (ïðè f(x0) ̸= 0), åñëè ôóíêöèè f è g �

ïðåäíåïðåðûâíû â íåé.

Çàäà÷à 7. Èññëåäóéòå, êàêèå ñâîéñòâà ôóíêöèé f è g ãàðàíòèðóþò

êàêóþ-ëèáî ïðåäíåïðåðûâíîñòü èõ êîìïîçèöèè f ◦ g.
Ïðè èçó÷åíèè ñâÿçåé ìåæäó óñëîâèÿìè ïðåäíåïðåðûâíîñòè è ìî-

íîòîííîñòè âîçíèêëà ïîòðåáíîñòü â íèæåñëåäóþùåì ïîíÿòèè (ñì. [7,

îïðåäåëåíèå 3.1 íà ñ. 21]), êîòîðîå îáùåå êàæäîãî èç ïîíÿòèé: âîçðàñ-

òàíèå (óáûâàíèå) â òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèþ f áóäåì íàçûâàòü ìîíîòîííîé â òî÷êå

x0, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0, òàêîå, ÷òî

∀x1 ∈ (x0 − δ;x0) ∀x2 ∈ (x0;x0 + δ)(f(x1) 6 f(x0) 6 f(x2))

èëè

∀x1 ∈ (x0 − δ;x0) ∀x2 ∈ (x0;x0 + δ)(f(x1) > f(x0) > f(x2)).

Îòìåòèì, ÷òî íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå íå ñëåäóåò èç ïðåä-

íåïðåðûâíîñòè è ìîíîòîííîñòè åå â ýòîé òî÷êå.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ïðåäíåïðåðûâíà ñïðàâà â êàæäîé òî÷êå

[a; b), ïðåäíåïðåðûâíà ñëåâà â êàæäîé òî÷êå (a; b], ïðè÷åì f ìîíîòîííà

â êàæäîé òî÷êå èç èíòåðâàëà (a; b) è f(a) · f(b) < 0. Ìîæíî ëè óòâåð-

æäàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (a; b) ñî ñâîéñòâîì f(c) = 0? Åñëè äà,

òî ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî óòâåðæäåíèå îáîáùåíèåì èçâåñòíîé òåîðåìû î íóëå

íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè? Èññëåäóéòå àíàëîãè÷íûå âîïðîñû

îòíîñèòåëüíî ñèòóàöèè ñ òåîðåìîé î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ íåïðå-

ðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè.

Çàäà÷à 9. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû, ñîîòâåòñòâåííî ïîêàçûâàþùèå, ÷òî

òåîðåìû Âåéåðøòðàññà îá îãðàíè÷åííîñòè è äîñòèæåíèè ãðàíåé íåïðå-

ðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè f íå îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ

f íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a; b), à â êîíöåâûõ òî÷êàõ a è b ïðåäíåïðå-

ðûâíà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîðîíû.
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Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà

èíòåðâàëå (a; b), ïðåäíåïðåðûâíà â òî÷êå a ñïðàâà, â òî÷êå b � ñëåâà è

f(a) = f(b), òî íàéäåòñÿ ÷èñëî c ∈ (a; b), òàêîå, ÷òî f ′(c) = 0.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà

èíòåðâàëå (a; b), ïðåäíåïðåðûâíà â òî÷êå a ñïðàâà, â òî÷êå b � ñëåâà, òî

íàéäåòñÿ ÷èñëî c ∈ (a; b) ñî ñâîéñòâîì f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Çàäà÷à 12. Ïóñòü ôóíêöèè f è g äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå

(a; b), ïðåäíåïðåðûâíû â òî÷êå a ñïðàâà, â òî÷êå b � ñëåâà, ïðè÷åì äëÿ

âñåõ x ∈ (a; b) âûïîëíÿåòñÿ g′(x) ̸= 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî c ∈
(a; b), ÷òî f(b)−f(a)

g(b)−g(a)
= f ′(c)

g′(c)
.

Çàäà÷à 13. Èìåþòñÿ ëè ïðèìåðû ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ óòâåð-

æäåíèÿ çàäà÷ 10�13 ïðèìåíèìû, à êëàññè÷åñêèå òåîðåìû Ðîëëÿ, Ëàãðàí-

æà è Êîøè � íåò?

Çàäà÷à 14. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ìîäèôèöèðîâàííûå òåîðåìû îá

èññëåäîâàíèè ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ:

1. Åñëè ôóíêöèÿ f ïðåäíåïðåðûâíà â òî÷êå a ñïðàâà, â òî÷êå b �

ñëåâà è äëÿ âñåõ x ∈ (a; b) f ′(x) > 0 (f ′(x) > 0), òî ôóíêöèÿ f âîçðàñòà-

þùàÿ (ñîîòâåòñòâåííî íåóáûâàþùàÿ) íà îòðåçêå [a; b].

2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëàõ (a;x0) è (x0; b),

ïðåäíåïðåðûâíà ñëåâà è ñïðàâà â òî÷êå x0, ïðè÷åì åå ïðîèçâîäíàÿ ñî-

õðàíÿåò ïîñòîÿííûé çíàê íà êàæäîì èç óêàçàííûõ èíòåðâàëîâ. Òîãäà

åñëè çíàêè ïðîèçâîäíîé ñëåâà è ñïðàâà îò x0 ðàçëè÷íû, òî x0 � òî÷êà

ýêñòðåìóìà, à åñëè ñîâïàäàþò, òî � íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà.

Ïðè ýòîì: 1) åñëè çíàê ïðîèçâîäíîé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x0 ìåíÿ-

åòñÿ ñ ïîëîæèòåëüíîãî íà îòðèöàòåëüíûé, òî x0 � òî÷êà ìàêñèìóìà;

2) åñëè æå ñ îòðèöàòåëüíîãî íà ïîëîæèòåëüíûé, òî x0 � òî÷êà ìèíè-

ìóìà ôóíêöèè f .

3. Åñëè ôóíêöèÿ f çàäàíà íà îòðåçêå [a; b], ïðåäíåïðåðûâíà ñïðàâà

â òî÷êå a è ñëåâà â òî÷êå b, ïðåäíåïðåðûâíà ñëåâà è ñïðàâà âî âñåõ

çàäàííûõ òî÷êàõ xk, (k = 1, 2, ..., n), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì
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a < x1 < x2 < ... < xn < b, à íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (a;x1), (x1;x2),

..., (xn−1;xn), (xn; b) èìååò çíàêîïîñòîÿííóþ ïðîèçâîäíóþ, òî ýòà ôóíê-

öèÿ èìååò íà îòðåçêå [a; b] íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå

íàõîäÿòñÿ ñðåäè ÷èñåë f(a), f(x1), f(x2),..., f(xn), f(b).

4. Åñëè ôóíêöèÿ f ïðåäíåïðåðûâíà ñïðàâà â òî÷êå a, ïðåäíåïðå-

ðûâíà ñëåâà â òî÷êå b è èìååò íà èíòåðâàëå (a; b) âîçðàñòàþùóþ (óáû-

âàþùóþ) ïðîèçâîäíóþ, òî îíà âûïóêëà âíèç (ñîîòâåòñòâåííî ââåðõ) íà

îòðåçêå [a; b].

5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ïðåäíåïðåðûâíà ñïðàâà â òî÷êå a, ïðåäíåïðå-

ðûâíà ñëåâà â òî÷êå b è èìååò íà èíòåðâàëå (a; b) ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî

ïîðÿäêà. Åñëè f ′′ â êàæäîé òî÷êå (a; b) ïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà),

òî ôóíêöèÿ f âûïóêëà âíèç (ñîîòâåòñòâåííî ââåðõ) íà îòðåçêå [a; b].

6. Ïóñòü ôóíêöèè f è g íà èíòåðâàëå (a; b) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþ-

ùèì ïÿòè óñëîâèÿì:

(I) Ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn), xn → a, äëÿ

êîòîðîé xn > a ïðè âñåõ n, à f(xn) → 0.

(II) Ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (tn), tn → a, äëÿ

êîòîðîé tn > a ïðè âñåõ n, à g(tn) → 0.

(III) f è g äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå (a; b).

(IV) Äëÿ âñåõ x ∈ (a; b) âûïîëíÿåòñÿ g′(x) ̸= 0.

(V) Ïðè x → a + 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðîèçâîäíûõ:

f ′(x)/g′(x), è îí ðàâåí A (÷èñëó èëè îäíîìó èç ñèìâîëîâ áåñêîíå÷íîñòè).

Òîãäà ïðè x→ a+0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë îòíîøåíèÿ f(x)/g(x), è ýòîò

ïðåäåë òàêæå ðàâåí A.

Çàìåòèì, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ ïðàâèë Ëîïèòàëÿ, îáîá-

ùåííûå ôîðìóëèðîâêè òèïà 14.6 âîçìîæíû è â äðóãèõ ñèòóàöèÿõ: 1)

ïðè x→ b− 0, 2) ïðè x→ x0 ∈ (a; b).

Ïóñòü (xn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë èç D(f), xn ̸= x0, ñõîäÿùà-

ÿñÿ ê x0. Ïî ìîòèâàì ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîãî ÷èñëà Äèíè, ïðåäåë âèäà

lim
n→∞

f(xn)−f(x0)
xn−x0

, êîãäà îí ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé, áóäåì
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íàçûâàòü ïðîèçâîäíûì ÷èñëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

Çàäà÷à 15. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x0 õîòÿ

áû îäíî êîíå÷íîå ïðîèçâîäíîå ÷èñëî, òî îíà â íåé ïðåäíåïðåðûâíà.

Îáðàòèìî ëè ýòî óòâåðæäåíèå?

Çàäà÷à 16. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà èíòåðâàëå (a; b) ñóùåñòâóåò ïðî-

èçâîäíàÿ ôóíêöèè f , òî ýòà ïðîèçâîäíàÿ f ′ ïðåäíåïðåðûâíà ñëåâà è

ñïðàâà â êàæäîé åãî òî÷êå. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ê îñíîâíîìó óñëîâèþ

ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ñïðàâà â òî÷êå a (ñëåâà â òî÷êå b), òî f ′ åùå

è ïðåäíåïðåðûâíà ñïðàâà â òî÷êå a (ñîîòâåòñòâåííî ïðåäíåïðåðûâíà

ñëåâà â òî÷êå b).

Çàäà÷à 17. Èç óòâåðæäåíèÿ â çàäà÷å 16 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ íà èíòåðâàëå (a; b) ïåðâîîáðàçíîé [=ïðèìèòèâíîé] äëÿ ôóíêöèè

y = f(x) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèÿ y = f(x) áûëà ïðåäíåïðåðûâ-

íîé ñëåâà è ñïðàâà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð

ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïðåäíåïðåðûâíà ñ îáåèõ ñòîðîí âî âñåõ òî÷êàõ ïðî-

ìåæóòêà, íî íå èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà íåì.

Èç öèêëîâ çàäà÷ ïî òåìàòèêå èíòåãðàëà Ðèìàíà è ôîðìóëû Òåéëîðà

ïðèâåäåì òîëüêî ïî îäíîé.

Çàäà÷à 18. Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåç-

êå [a; b], à ôóíêöèÿ y = F (x) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1)

F ′(x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ (a; b) çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà çíà÷åíèé x, 2) ôóíêöèÿ y = F (x) ïðåäíåïðåðûâíà â òî÷êå

a ñïðàâà, â òî÷êå b ñëåâà, à âî âñåõ òî÷êàõ x, â êîòîðûõ íå âûïîëíåíî

óñëîâèå (1), îíà ïðåäíåïðåðûâíà ñëåâà è ñïðàâà. Äîêàæèòå âûïîëíè-

ìîñòü ôîðìóëû Íüþòîíà � Ëåéáíèöà:

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Çàäà÷à 19. Ïóñòü x0 < x, ôóíêöèÿ f ïðåäíåïðåðûâíà â òî÷êå x

ñëåâà, íà èíòåðâàëå (x0;x) ôóíêöèÿ f èìååò ïðîèçâîäíûå äî n + 1 ïî-
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ðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, à â òî÷êå x0 � ïðîèçâîäíûå äî n ïîðÿäêà. Òîãäà

ñóùåñòâóåò c ∈ (x0;x), ÷òî

f(x) = Fn(f ;x) +
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1,

ãäå Fn(f ;x) � ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ñòåïåíè n äëÿ ôóíêöèè f .

Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f , äëÿ êîòîðîé ýòà îáîáùåííàÿ òåîðå-

ìà î ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà íà

êàêîì-ëèáî èíòåðâàëå (x0;x) âûïîëíÿåòñÿ, à êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâ-

êà íåïðèìåíèìà.

Â çàêëþ÷åíèå îáçîðà îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèÿ ïðåäíåïðåðûâíîñòè ïî-

ðîäèëè íîâûé òèï çàäà÷, ïðèãîäíûé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ è â 10�11 êëàñ-

ñàõ øêîë: ïðè èçó÷åíèè òåìû ¾Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå¿ òåïåðü

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäàíèÿ íà äîêàçàòåëüñòâî ïðåäíåïðåðûâíîñòè

êîíêðåòíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (ïðåæäå âñåãî, îñíîâíûõ ýëåìåí-

òàðíûõ ôóíêöèé) ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèé 1 è 2 âûøå. Òàêèå çàäà÷è

ðåøàþòñÿ íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ èçâåñòíûõ ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ èññëå-

äóåìîé ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè è ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ ÷èñëî-

âûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. È ýòè ðåøåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ïðîùå, ÷åì äî-

êàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè òåõ æå ôóíêöèé. Âìåñòå ñ òåì òàêèå ðå-

øåíèÿ (ñì. ïðèìåðû â [5, ñ. 67�72]) íîñÿò èññëåäîâàòåëüñêèé, ýâðèñòè-

÷åñêèé õàðàêòåð, òàê êàê îíè, êàê ïðàâèëî, îñíîâûâàþòñÿ íà èñïîëü-

çîâàíèè âûãîäíûõ îñîáåííîñòåé êàêîé-ëèáî îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

÷èñåë (xn), ñõîäÿùåéñÿ ê x0, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò íàèáîëåå ïðîñòîå

äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè f(xn) → f(x0).

Â ãëàâå 1 ðàáîòû [7] ìîæíî íàéòè è äðóãèå ïðèìåðû è èññëåäîâà-

òåëüñêèå çàäà÷è ïî ïðîáëåìàòèêå ïðåäíåïðåðûâíîñòè, ïðèâëå÷åíèå êî-

òîðûõ â ó÷åáíûé ïðîöåññ ïîçâîëèò ñòóäåíòàì óíèâåðñèòåòîâ è âòóçîâ

ãëóáæå óñâîèòü ñîäåðæàíèå, ñìûñë è ïðèìåíèìîñòü ïîíÿòèé è ïîëîæå-

íèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ñäåëàåò åãî ïðåïîäàâàíèå è èçó÷åíèå

èíòåðåñíûì, òâîð÷åñêèì ïðîöåññîì.
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Summary

Popov V. A. Tasks for researcher in the studying course of mathematical

analysis: preliminary-continuity

The characteristic of a set of research problems developed by the author

on the subject of sections of mathematical analysis of the function of one

variable formulated with the help of the concept of preliminary-continuity

of the function at the point by him is given.

Keywords: research problem,the preliminary-continuity of the function at the

point on the left (right).

References

1. Yarkov V. G. Sushchnost' i funktsii issledovatel'skikh zadach v

obuchenii matematike studentov pedvuza (Essence and functions of

research problems in teaching mathematics to students the University),

Modern problems of science and education, 2013, No 6, URL: http:

//science-education.ru/ru/article/view?id=11061 (date accessed:

30.10.2018).

2. Gelbaum B., Olmsted J.Kontrprimery v analize (Counterexamples

in analysis), Moscow: Mir, 1967, 251 p.

3. Shibinsky V. M. Primery i kontrprimery v kurse matematicheskogo

analiza: uchebnoye posobiye (Examples and counterexamples in the

course of mathematical analysis: textbook), Moscow: Higher school,

2007, 544 p.

4. Boss In. Lektsii po matematike (Lectures on mathematics), T. 12,

Counterexamples and paradoxes: a Textbook, Moscow: Librokom, 2009,

216 p.



90 Ïîïîâ Â. À.

5. Popov V. A. Issledovatel'skiye zadachi v kurse matematicheskogo

analiza: prednepreryvnost' (Research problems in the course of mathe-

matical analysis: pre-continuity), Mathematical modeling and infor-

mation technologies: national (all-Russian) scienti�c conference (6 �

8 December 2018 , G. Syktyvkar): collection of materials, Rev. edited

by A. V. Yermolenko. Syktyvkar: Publishing house of SSU. Pitirima

Sorokina, 2018, pp. 71�73.

6. Popov V. A. Soglasovannyye funktsii (Coordinated functions),

Bulletin of the Komi state pedagogical Institute, Vol. 2. Syktyvkar:

KSPI publishing house, 2005, pp. 110�114.

7. Popov V. A. Prednepreryvnost'. Proizvodnyye. P-analitichnost'

(pre-Continuity. Derivative. P-analyticity: a monograph), Syktyvkar:

Komi pedagogical Institute, 2011, 228 p.

8. Popov V. A. Integriruyemost' po Rimanu i kontaktnost' funktsii

(Riemann Integrability and function contact), Teaching mathematics

in schools and universities: problems of content, technology and

methods: materials of the all-Russian scienti�c and practical conference,

Glazov: Glazovsky state pedagogical University.in-t, 2009, pp. 22�26.

Äëÿ öèòèðîâàíèÿ: Ïîïîâ Â. À. Èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è â êóðñå

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà: ïðåäíåïðåðûâíîñòü // Âåñòíèê Ñûêòûâêàð-

ñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåð. 1: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà.

2019. Âûï. 2 (31). C. 79�90.

For citation: Popov V. A. Tasks for researcher in the studying course

of mathematical analysis: preliminary-continuity, Bulletin of Syktyvkar

University. Series 1: Mathematics. Mechanics. Informatics, 2019, 2 (31),

pp. 79�90.

ÑÃÓ èì. Ïèòèðèìà Ñîðîêèíà Ïîñòóïèëà 03.09.2019


