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Â ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî èçó÷åíèå ïîëóêîëåö êîñûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ Ëîðàíà ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì

ïîëóêîëüöà êîýôôèöèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Èìåííî

ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S. Òîãäà ñòðî-

èòñÿ ðàñøèðåíèå Sφ ïîëóêîëüöà S è àâòîìîðôèçì φ̄ ïîëóêîëüöà

Sφ, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîäîëæåíèåì èñõîäíîãî ýíäîìîðôèçìà φ. Ïî-

êàçàíî, ÷òî ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà S[x−1, x, φ] è

Sφ[x−1, x, φ̄] èçîìîðôíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëóêîëüöî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà, ðàñøè-

ðåíèå Æîðäàíà.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîëóêîëüöî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ è åãî íàä-

ïîëóêîëüöî � ïîëóêîëüöî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà. Îòìåòèì, ÷òî

êîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè îáúåêòàìè è èçó-

÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî äàâíî. Â 1982 ãîäó D. A. Jordan ïðåäëîæèë êîí-

ñòðóêöèþ ðàñøèðåíèÿ êîëüöà A ñ ýíäîìîðôèçìîì äî êîëüöà A ñ àâòî-

ìîðôèçìîì, ïðîäîëæàþùèì èñõîäíûé ýíäîìîðôèçì. Èäåÿ ýòîãî ðàñ-

øèðåíèÿ ñâÿçàíà ñ ðàññìîòðåíèåì êîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà.

Êðîìå òîãî, êîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà íàä A è íàä A ïðè ýòîì

ïîëó÷àþòñÿ èçîìîðôíûìè (äåòàëè ñì. â [1]). Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ

ïåðåíåñåíèå êîíñòðóêöèè Æîðäàíà íà ïîëóêîëüöà.
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Ïîä ïîëóêîëüöîì ìû ïîíèìàåì àëãåáðó(S,+, ·, 0), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïîé ñ íóëåì îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, ïîëóãðóï-

ïîé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî ñïðàâà è ñëå-

âà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, íóëü ìóëüòèïëèêàòèâåí (ò. å. ñïðàâåäëèâî

óñëîâèå a0 = 0 = 0a). Âñå ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ïîëóêîëüöà ñîäåðæàò

åäèíèöó.

Ïóñòü φ : S → S � ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S. Ðàññìîòðèì ìíî-

æåñòâî S[x, φ] âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ
∑n

i=0 aix
i ñ êîýôôèöèåíòàìè ai ∈ S,

çàïèñûâàåìûìè ñëåâà îò ïåðåìåííîé x. Ñëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ îïðåäå-

ëÿåòñÿ îáû÷íûì ñïîñîáîì, à óìíîæåíèå çàäàåòñÿ ïðàâèëîì xa = φ(a)x.

Ñòàíäàðòíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî S[x, φ] ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì, êîòîðîå íà-

çûâàåòñÿ ëåâûì ïîëóêîëüöîì êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ. ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå

òîæäåñòâåííîãî àâòîìîðôèçìà ìû èìååì îáû÷íîå ïîëóêîëüöî ìíîãî-

÷ëåíîâ S[x]. Åñëè φ(1) = 1, òî S[x, φ] áóäåò ïîëóêîëüöîì ñ åäèíèöåé. Â

äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ýíäîìîðôèçìû, ñîõðàíÿþùèå

åäèíèöó.

Íåíóëåâîé ýëåìåíò s ∈ S íàçûâàåòñÿ ëåâûì óðàâíèòåëåì, åñëè

sa = sb äëÿ íåêîòîðûõ a ̸= b. Ñèììåòðè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâûé óðàâ-

íèòåëü. Ïîäìíîæåñòâî A ïîëóêîëüöà S, íå ñîäåðæàùåå êàê ëåâûõ, òàê

è ïðàâûõ óðàâíèòåëåé â S, áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì áåç óðàâíè-

òåëåé. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî óðàâíèòåëè â ïîëóêîëüöàõ èãðàþò ðîëü,

áëèçêóþ ê ðîëè äåëèòåëåé íóëÿ â êîëüöàõ. Êàæäûé äåëèòåëü íóëÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ óðàâíèòåëåì, íî íå êàæäûé óðàâíèòåëü â ïîëóêîëüöå (íàïðèìåð,

â îãðàíè÷åííîé äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêå) � äåëèòåëü íóëÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëóêîëåö ÷àñòíûõ ñóùåñòâóåò ïî÷òè ïîëíàÿ àíà-

ëîãèÿ ñ êîëüöàìè. Èìåííî ëåâûì ìíîæåñòâîì Îðå ïîëóêîëüöà S íà-

çûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî A ⊆ S, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) ìóëüòèïëèêàòèâíî çàìêíóòîå, 0 ̸∈ A, 1 ∈ A;

2) A � ìíîæåñòâî áåç óðàâíèòåëåé;
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3) äëÿ ëþáûõ s ∈ S, a ∈ A âûïîëíÿåòñÿ a′s = s′a äëÿ ïîäõîäÿùèõ

s′ ∈ S, a′ ∈ A (óñëîâèå Îðå).

Òîãäà ëåâîå ïîëóêîëüöî ÷àñòíûõ îòíîñèòåëüíî A � ýòî ïîëóêîëüöî

A−1S, ñîäåðæàùåå S, è êàæäûé ýëåìåíò A îáðàòèì â A−1S (ñì., íàïðè-

ìåð, [2, �2]).

Çàìå÷àíèå. Òåðìèí ¾ïîëóêîëüöî ÷àñòíûõ¿ íå âñåãäà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ

êîíñòðóêöèè, ðàññìàòðèâàåìîé íàìè. Íàïðèìåð, Äæ. Ãîëàí â ñâîåé ìî-

íîãðàôèè (ñì. [3, �11] è öèòèðóåìûå â ýòîì ïàðàãðàôå ðàáîòû) òðåáóåò,

÷òîáû ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Îðå áûëè íåäåëèòåëÿìè íóëÿ, äîïóñêàÿ,

÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ óðàâíèòåëÿìè. Âîçíèêàþùåå ïîëóêîëüöî (ïîëóêîëü-

öî ÷àñòíûõ äëÿ ïîëóêîëüöà S â òåðìèíîëîãèè Ãîëàíà) óæå íåîáÿçà-

òåëüíî ñîäåðæèò ñàìî ïîëóêîëüöî S. Êðîìå òîãî, äëÿ êîììóòàòèâíîãî

ïîëóêîëüöà S áåç äåëèòåëåé íóëÿ ïîëóêîëüöî ÷àñòíûõ îòíîñèòåëüíî

ìíîæåñòâà S \ {0} ÿâëÿåòñÿ ïîëóïîëåì; íàïðèìåð, äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé
öåïè òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîëóêîëüöà ÷àñòíûõ ïî Ãîëàíó áóäåò äâóõýëå-

ìåíòíîé öåïüþ.

Ïóñòü φ� èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, è R = S[x, φ]�

ïîëóêîëüöî êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ìíîæåñòâî X = {xi : i ≥ 0} îáðàçóåò
ëåâîå ìíîæåñòâî Îðå ïîëóêîëüöà R; â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáûõ k ≥ 0 è

s ∈ S âûïîëíÿåòñÿ xks = φk(s)xk � óñëîâèå Îðå. Ýëåìåíòàìè ïîëó-

êîëüöà ÷àñòíûõ X−1R ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ âèäà x−kf , ãäå f ∈ R, èëè

æå
n∑

i=0

(x−kaix
i) äëÿ k ≥ 0, ai ∈ S.

Îáîçíà÷èì S[x−1, x, φ] = X−1R è íàçîâåì åãî ëåâûì ïîëóêîëüöîì êîñûõ

ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà.

Òðåáîâàíèå èíúåêòèâíîñòè ýíäîìîðôèçìà íåîáõîäèìî ïî ñëåäóþ-

ùåé ïðè÷èíå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ(a) = φ(b) äëÿ íåêîòîðûõ ðàçëè÷-

íûõ a è b. Òîãäà xa = φ(a)x = φ(b)x = xb, è x îêàçûâàåòñÿ ëåâûì

óðàâíèòåëåì.
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Ëåììà 1. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S,

i, j, k, l ≥ 0 è a, b ∈ S. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. x−iaxj = x−kbxl, i ≤ k ⇔ −i+ j = −k + l è b = φk−i(a);

2. x−iaxi = x−lbxl, i ≤ l ⇔ b = φl−i(a);

3. x−iaxi = x−(i+j)φj(a)xi+j.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü i ≤ k, òîãäà x−iaxj = x−kbxl ⇔ xk−iaxj =

= bxl ⇔ φk−i(a)xk−i+j = bxl ⇔ k − i+ j = l è φk−i(a) = b.

(2) è (3) ñëåäóþò èç (1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî Sφ = {x−iaxi : a ∈ S, i ≥ 0}, ÿâëÿþ-
ùååñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïîëóêîëüöà S[x−1, x, φ].

Ëåììà 2. Sφ ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëóêîëüöîì ñ åäèíèöåé ïîëóêîëüöà

S[x−1, x, φ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü çàìêíóòîñòü ñëîæåíèÿ è óìíî-

æåíèÿ íà Sφ. Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 ïîëó÷àåì:

x−iaxi + x−jbxj = x−(i+j)φj(a)xi+j + x−(i+j)φi(b)xi+j =

= x−(i+j)(φj(a) + φi(b))xi+j.

Òàêèì æå îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ: x−iaxi·x−jbxj = x−(i+j)(φj(a)φi(b))xi+j.

Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S. Ðàññìîòðèì

îòîáðàæåíèå

φ̄ : Sφ → Sφ, φ̄(x
−iaxi) = x−iφ(a)xi.

Ïî ëåììå 1 îòîáðàæåíèå φ̄ îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

0 ≤ i ≤ j èç x−iaxi = x−jbxj ñëåäóåò b = φj−i(a), îòêóäà èìååì

φ̄(x−jbxj) = x−jφ(b)xj = x−jφj−i(φ(a))xj = x−iφ(a)xi = φ̄(x−iaxi).
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Ïóñòü äàëåå φ̄(x−iaxi) = φ̄(x−jbxj), 0 ≤ i ≤ j, òîãäà x−iφ(a)xi =

= x−jφ(b)xj. Îòñþäà ïîëó÷àåì x−i−1φ(a)xi+1 = x−j−1φ(b)xj+1 è ïî ëåì-

ìå 1(2) x−iaxi = x−jbxj. Ïîëó÷èëè, ÷òî îòîáðàæåíèå φ̄ èíúåêòèâíî.

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ k ≥ 0 è a ∈ S φ̄(x−k−1axk+1) = x−k−1φ(a)xk+1 =

= x−kaxk, ïîýòîìó φ̄ ñþðúåêòèâíî. Ñòàíäàðòíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî φ̄ ÿâ-

ëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëóêîëü-

öà S. Òîãäà Sφ � ðàñøèðåíèå ïîëóêîëüöà S, φ̄ � àâòîìîðôèçì ïîëó-

êîëüöà Sφ, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîäîëæåíèåì ýíäîìîðôèçìà φ, è â ïîëóêîëüöå

S[x−1, x, φ] âûïîëíÿåòñÿ xα = φ̄(α)x äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α ∈ Sφ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëóêîëüöîì ïîëó-

êîëüöà Sφ. Òî, ÷òî φ̄ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ïîëóêîëüöà Sφ, äîêàçàíî

âûøå. Ïóñòü a ∈ S, òîãäà ðàâåíñòâî φ̄(a) = φ(a) ñëåäóåò èç îïðåäåëå-

íèÿ îòîáðàæåíèÿ φ̄. Åñëè α = x−iaxi, òî xα = xx−iaxi = x−ixaxi =

= x−iφ(a)xi+1 = φ̄(α)x.

Ïîëóêîëüöî Sφ íàçîâåì ðàñøèðåíèåì Æîðäàíà ïîëóêîëüöà S.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè φ � àâòîìîðôèçì ïîëóêîëüöà S, òî x−iaxj =

= φ−i(a)x−i+j, ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû èç S[x−1, x, φ] èìåþò âèä
∑m

i=k aix
i

äëÿ ai ∈ S è öåëûõ k,m. Â ýòîì ñëó÷àå äâà îäíî÷ëåíà αxi è βxj èç

S[x−1, x, φ] ðàâíû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ðàâíû èõ ñòåïåíè i = j è

êîýôôèöèåíòû α = β, è äàëüøå îïðåäåëåíèå ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ

åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Óêàæåì òàêæå äâà ïîëåçíûõ ñîîòíîøåíèÿ ïðè àâòîìîðôèçìå φ, à èìåí-

íî xka = φk(a)xk è bxl = xlφ−l(b) äëÿ ëþáûõ öåëûõ k, l.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü φ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ïîëó-

êîëüöà S. Òîãäà ïîëóêîëüöà êîñûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà S[x−1, x, φ] è

Sφ[x
−1, x, φ̄] èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : S[x−1, x, φ] → Sφ[x
−1, x, φ̄] ïå-

ðåâîäèò îäíî÷ëåí x−iaxj â αx−i+j, ãäå α = x−iaxi ∈ Sφ, è ïðîèçâîëüíûé
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ìíîãî÷ëåí èç S[x−1, x, φ] � â ñóììó îáðàçîâ åãî îäíî÷ëåíîâ. Òîãäà äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ãîìîìîðôíîñòè îòîáðàæåíèÿ f äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ïðî-

âåðêó äëÿ îäíî÷ëåíîâ. Ïóñòü α = x−iaxj, β = x−kbxl è j < k. Òîãäà

f(αβ) = f(x−iaxj−kbxl) = x−i+j−kφ−j+k(a)bxi−j+k · x−i+j−k+l.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

f(α)f(β) = (x−iaxi · xj−i)(x−kbxk · xl−k) =

= x−iaxiφ̄j−i(x−kbxk) · x−i+j−k+l = (∗).

Åñëè j − i ≥ 0, òî ïîëó÷àåì

(∗) = x−iaxi · x−kφj−i(b)xk · x−i+j−k+l =

= x−i−kφk(a)φj(b)xi+k · x−i+j−k+l = f(αβ)

ïî ëåììå 1(1). Åñëè j − i < 0, òî

(∗) = x−iaxi · x−k+j−ibxk−j+i · x−i+j−k+l =

= x−i+j−kφ−j+k(a)bxi−j+k · x−i+j−k+l = f(αβ).

Òàêèì æå îáðàçîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé j ≥ k. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî f

ñîõðàíÿåò ïðîèçâåäåíèå; äëÿ ñóììû äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïîêàæåì, ÷òî

f � áèåêöèÿ. Ïóñòü f(α) = f(β), ò. å. x−iaxi · x−i+j = x−kbxk · x−k+l. Èç

ðàâåíñòâà ýòèõ îäíî÷ëåíîâ èç Sφ[x
−1, x, φ̄] ñëåäóåò ðàâåíñòâî ñòåïåíåé

−i+ j = −k + l è ðàâåíñòâî êîýôôèöèåíòîâ x−iaxi = x−kbxk. Ïî ëåììå

1 (ïðè k ≥ i; ñèììåòðè÷íûé âàðèàíò ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî) ïî-

ëó÷àåì b = φk−i(a), îòêóäà α = β. Äëÿ îäíî÷ëåíà x−iaxi · xj, î÷åâèäíî,
ïðîîáðàçîì ïðè îòîáðàæåíèè f áóäåò x−iaxi+j, åñëè i+ j ≥ 0. Åñëè æå

i+ j < 0, òî xjφ−i−j(a) ∈ S[x−1, x, φ] è f(xjφ−i−j(a)) = x−iaxi · xj.
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Summary

Maslyaev D. A. About the semiring of the Laurent skew polynomials

and the expansion of Jordan

The article shows that the study of semirings of Laurent skew polynomials

is reduced to the case when endomorphism is an automorphism. Namely, let

φ be the injective endomorphism of the semiring S. Then we construct the

extension Sφ of the semiring S and the auto morphism φ̄ of the semiring

S, which is a continuation of the original endomorphism of φ. It is shown

that semirings of Laurent skew polynomials S[x−1, x, φ] and Sφ[x
−1, x, φ̄]

are isomorphic.

Keywords: semiring of Laurent skew polynomials, extension of Jordan.
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