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ÐÀÇÌÅÒÊÀ ËÈÍÅÉÊÈ ÊÀÊ ÏÐÈÌÅÐ ÒÅÎÐÈÈ ÃÐÓÏÏ

Ð. Ð. Ïèìåíîâ

Â ñòàòüå îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ðàçìåòêîé ëèíåéêè, ãðóï-

ïîé ïåðåñòàíîâîê òðåõ ýëåìåíòîâ, èíâîëþòèâíûìè ïðåîáðàçî-

âàíèÿìè è äðîáíî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè. Ïîêàçûâàåòñÿ òðîé-

ñòâåííàÿ ñèììåòðèÿ, áåç êîòîðîé ðàçìåòêà ëèíåéêè áûëà áû

íåâîçìîæíà. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû è çàäà÷è, ïîëåçíûå äëÿ ïðå-

ïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëå è óíèâåðñèòåòå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà êîîðäèíàò, ëèíåéêà, ñèììåòðèÿ, òåîðèÿ

ãðóïï, èíâîëþöèÿ, îáðàçîâàíèå.

1. Òðîéíàÿ ñèììåòðèÿ ëèíåéêè

Â ñòàòüå èäåò ðå÷ü íå î òîì, ÷òî äëÿ òåîðèè ãðóïï íóæíà êàêàÿ-òî

ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéêà, à î òîì, êàê îáû÷íàÿ ìåðíàÿ ëèíåéêà îêàçûâàåòñÿ

ïîñîáèåì äëÿ ââåäåíèÿ â òåîðèþ ãðóïï, òî÷íåå â òåîðèþ ïåðåñòàíîâîê

ýëåìåíòîâ. Òàêæå ìåðíàÿ ëèíåéêà äàåò ÿñíûå è íåòðèâèàëüíûå ïðè-

ìåðû êîìïîçèöèé ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Îñîáåííî íåîæèäàííî, ÷òî

îäíîìåðíàÿ ëèíåéêà äåìîíñòðèðóåò òðîéñòâåííóþ ñèììåòðèþ (â [1] ìû

ïîêàçûâàëè, êàê ýòî ïðîèñõîäèò â ãåîìåòðèè îêðóæíîñòè, ÷òî ìåíåå

ñòðàííî).

Îáùåèçâåñòíî: ÷òîáû ïðåâðàòèòü ðîâíûé áðóñîê èëè ãëàäêóþ äî-

ùå÷êó â ëèíåéêó, íàäî åå ðàçìåòèòü, òî åñòü óìåòü ïðèïèñûâàòü êàæäîé

òî÷êå íà ëèíåéêå êàêîå-òî âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Äëÿ ýòîãî ìû îòìå÷àåì

íà áðóñêå äâå òî÷êè: òî÷êó, íàçûâàåìóþ íóëåì, è òî÷êó, íàçûâàåìóþ
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åäèíèöåé. Ðàññòîÿíèå ìåæäó îòìå÷åííûìè òî÷êàìè áóäåò íàçûâàòüñÿ

¾åäèíèöåé èçìåðåíèÿ¿ (ñàíòèìåòð, àðøèí, ëîêîòü, ìèëÿ), à òî÷êà, íà-

çâàííàÿ íóëåì, ïðåâðàùàåòñÿ â ¾íà÷àëî îòñ÷åòà¿. Ïîñëå ýòîãî ïðîèç-

âîëüíîé òî÷êå X íà áðóñêå îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå

ìû íàçûâàåì êîîðäèíàòîé X, è áðóñîê ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ëèíåé-

êó.

Ïðîïèñíîé áóêâîé X ìû îáîçíà÷àåì ñàìó òî÷êó, à ñòðî÷íîé x � åå

êîîðäèíàòó íà ëèíåéêå.

Ðèñ. 1. x-êîîðäèíàòû

Ðèñóíêè ïîêàçûâàþò ðàçíûå åäèíèöû èçìåðåíèé è ðàññòîÿíèå îò

0 äî òî÷êè â ýòèõ åäèíèöàõ. Íèæíèé ñëó÷àé ïîêàçûâàåò, ïî÷åìó íà

ëèíåéêå âîçíèêàþò îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Íà îáû÷íîé ìåðíîé ëèíåéêå

íåò îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, à åñòü ïðàâàÿ è ëåâàÿ ñòîðîíà (îò òî÷êè 0).

Ìû æå ãîâîðèì, êîîðäèíàòà òî÷êè X îòðèöàòåëüíà, åñëè òî÷êè X è 1

ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè 0, èíà÷å ãîâîðÿ � åñëè 0 ðàçäåëÿåò

1 è X (î ðàçäåëåíèè òî÷åê è îðèåíòàöèè ñì. [2]). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

êîîðäèíàòà X ïîëîæèòåëüíà.

Êàê èçìåíèòñÿ êîîðäèíàòà òî÷êè X, åñëè ìû ïîìåíÿåì ìåñòàìè òî÷-

êè 0 è 1? Îáîçíà÷èì íîâóþ êîîðäèíàòó f(x), ÿñíî, ÷òî f � èíâîëþòèâ-

íàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü f(f(x)) = x, âåäü åñëè ìû ïîìåíÿåì ìåñòàìè 0 è

1 íà ëèíåéêå äâà ðàçà, òî îíè âåðíóòñÿ íà èñõîäíûå ìåñòà, à òî÷êà X è
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Ðèñ. 2. Èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ òî÷êè X

íå äâèãàëàñü ñ ìåñòà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f(x) = 1− x.
Ìû ìîæåì ìåíÿòü ìåñòàìè íå òîëüêî òî÷êè 0 è 1. Ìû ìîæåì ïîìå-

íÿòü ìåñòàìè X è 0 èëè X è 1 (íå òðîãàÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ îñòàâøóþñÿ

òî÷êó). Êàê ìåíÿåòñÿ ïðè ýòîì êîîðäèíàòà òî÷êè X? Ñíà÷àëà çàìåòèì

ñâîéñòâà ýòèõ ôóíêöèé, ÿñíûå áåç âû÷èñëåíèé. Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ ïå-

ðåñòàíîâêè 0 è X êàê h, ôóíêöèþ ïåðåñòàíîâêè 1 è X êàê g. Ïîñêîëüêó

ïðè äâîéíîé ïåðåñòàíîâêå òî÷êè âîçâðàùàþòñÿ íà ñâîè ìåñòà, ýòè ôóíê-

öèè èíâîëþòèâíû, êàê è ôóíêöèÿ f : h(h(x) = g(g(x) = f(f(x)) = x. À

êàêîé ñìûñë ó êîìïîçèöèè äâóõ òàêèõ ôóíêöèé? Ïåðâàÿ ôóíêöèÿ îïðå-

äåëåíà ïåðåñòàíîâêîé äâóõ òî÷åê íà ëèíåéêå, âòîðàÿ � ïåðåñòàíîâêîé

äâóõ äðóãèõ.

Ìû âèäèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå äâóõ òàêèõ ïåðåñòàíî-

âîê äàñò öèêëè÷åñêèé ñäâèã âñåõ òðåõ òî÷åê: ïåðâàÿ ïåðåéäåò âî âòîðóþ,

âòîðàÿ � â òðåòüþ, à òðåòüÿ � â ïåðâóþ. Åñëè ýòîò öèêëè÷åñêèé ñäâèã

ïðîäåëàòü òðèæäû, òî âñå òðè òî÷êè: 0, 1 è X âåðíóòñÿ íà ñâîè ìåñòà.

Íà ðèñ. 3 ìû âíà÷àëå âîñïîëüçîâàëèñü ôóíêöèåé f , à çàòåì � ôóíêöè-

åé g, è òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî èõ êîìïîçèöèÿ g ◦ f , ïðèìåíåííàÿ
òðèæäû, � òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ: (g ◦ f)3 = e, èëè â áîëåå ¾øêîëü-

íîì¿ âèäå: g(f(g(f(g(f(x)))))) = x äëÿ âñåõ x. Òàêîå æå ðàññóæäåíèå

âåðíî è äëÿ îáðàòíîé ôóíêöèè f ◦ g, è äëÿ ëþáîé êîìïîçèöèè òðåõ

ôóíêöèé f, g, h. Èíòåðåñíî è âàæíî, ÷òî ìû äîêàçàëè ýòî, íå ïðîâî-
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Ðèñ. 3. Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà

äÿ íèêàêèõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è äàæå íå çíàÿ åùå òî÷íî ñàìèõ

ôóíêöèé. Íàéäåì æå èõ: èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé î÷åâèäíî, ÷òî

g(x) = 1/x (åñëè â äþéìå x ñàíòèìåòðîâ, òî â ñàíòèìåòðå 1/x äþéìîâ).

Ïîýòîìó g ◦ f = 1/(1− x). Ôóíêöèþ h(x) ëåãêî âû÷èñëèòü ãåîìåòðè÷å-

ñêè, íî èñïîëüçóåì êîìïîçèöèþ ïåðåñòàíîâîê: Ïåðåñòàâèì íà íèæíåé

ñòðîêå ðèñ. 3 òî÷êè 0 è 1, ÷òî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f . Ðå-

çóëüòàò áóäåò òàêîé æå, êàê åñëè â èñõîäíîì ïîëîæåíèè (ïåðâàÿ ñòðîêà

ðèñ. 3) ïîìåíÿòü ìåñòàìè 0 è X, ïðè ýòîì êîîðäèíàòà òî÷êè X òåïåðü

ðàâíà h(x), ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè h. Ïîýòîìó ìû èìååì ðàâåíñòâî

f ◦ g ◦ f = h, à â øêîëüíîì âèäå f(g(f(x))) = h(x), êîìïîçèöèÿ ñëåâà

ëåãêî ñ÷èòàåòñÿ, ïîëó÷àåì h(x) = 1−1/(1−x) = x/(x−1). Çàìå÷àòåëü-

íî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íàìè âûâåäåíà íå ïðèâû÷íûìè âû÷èñëåíèÿìè, à ñ

ïîìîùüþ êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê.

Òðè ýëåìåíòà (â íàøåì ñëó÷àå ýòî òî÷êè 0, 1, X) ìîæíî ïåðåñòà-

âèòü 6 ñïîñîáàìè. Êàæäîé ïåðåñòàíîâêå ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ, ïîëó-

÷åííàÿ êîìïîçèöèåé äâóõ èñõîäíûõ: f(x) = 1 − x è g(x) = 1/x. Âû-

ïèøåì èõ: 1 − x, 1/x, 1/(1 − x), x/(x − 1), (x − 1)/x, ÷åðåç êîìïîçèöèè

f è g îíè âûðàæàþòñÿ òàê: f, g, f ◦ g, f ◦ g ◦ f = h, g ◦ f ◦ g, êàæäàÿ
èç íèõ îñóùåñòâëÿåò ïåðåñ÷åò êîîðäèíàòû ïîñëå ïåðåñòàíîâêè òðåõ òî-

÷åê, âûïèøåì, êàê ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè òî÷êè îò èñõîäíîãî ðàñïîëîæå-

íèÿ (0, 1, X) : (1, 0, X), (0, X, 1), (X, 0, 1), (X, 1, 0), (1, X, 0). Ê ýòèì ïÿòè

ôóíêöèÿì îáû÷íî äîáàâëÿþò øåñòóþ ôóíêöèþ y = x ñîîòâåòñòâóþùåé
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ïåðåñòàíîâêå, êîòîðàÿ íè÷åãî íå ìåíÿåò (ïåðåñòàíîâêå, êîòîðàÿ íè÷åãî

íå ïåðåñòàâëÿåò), y = x, ÷òîáû ìîæíî áûëî íàçâàòü ìíîæåñòâî ýòèõ

ôóíêöèé ãðóïïîé.

2. Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê êîìïîçè-

öèÿ ýëåìåíòàðíûõ èíâîëþòèâíûõ ôóíêöèé

Ìû ðàññìîòðåëè êîìïîçèöèè ôóíêöèé 1 − x è 1/x, òåïåðü èçó÷èì

áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ: ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå êîìïîçèöèè ôóíê-

öèé âèäà y = a− x (íàçîâåì èõ ïåðåâîðîòàìè) è y = b/x (ýòè ôóíêöèè

íàçîâåì ïåðåòÿãèâàíèÿìè), ãäå a è b � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå

÷èñëà. Ôóíêöèÿì òàêîãî âèäà ëåãêî ïðèäàòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë, è

ôóíêöèé ïðîùå øêîëüíàÿ ìàòåìàòèêà íå çíàåò. Î÷åâèäíî, ðàññìàòðè-

âàåìûå ôóíêöèè èíâîëþòèâíû: (a− (a−x)) = x. Êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé

a1 − x è a2 − x åñòü a2 − (a1 − x)) = a2 − a1 + x, íà ÷èñëîâîé îñè ýòî

îçíà÷àåò ïåðåíîñ òî÷êè x íà âåêòîð a2−a1, ïîñêîëüêó a1 è a2 ïðîèçâîëü-
íû, òî è ïåðåíîñ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Èòàê, êîìïîçèöèÿ ëþáûõ

äâóõ ïåðåâîðîòîâ � ôóíêöèè âèäà y = x + a, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî,

êîìïîçèöèÿ ëþáûõ äâóõ ïåðåòÿãèâàíèé � ôóíêöèè âèäà y = b ·x. Êîì-
ïîçèöèÿ ëþáûõ òðåõ ïåðåâîðîòîâ èíâîëþòèâíà è ÿâëÿåòñÿ ïåðåâîðîòîì:

a3 − (a2 − (a1 − x)) = (a3 − a2 + a1)− x. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî êîì-
ïîçèöèÿ ÷åòûðåõ ïåðåâîðîòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîìïîçèöèè äâóõ

ïåðåâîðîòîâ, òî åñòü åñòü ôóíêöèÿ âèäà y=a+x. Àíàëîãè÷íî, êîìïîçè-

öèÿ ëþáûõ òðåõ ïåðåòÿãèâàíèé ÿâëÿåòñÿ ïåðåòÿãèâàíèåì, à êîìïîçèöèÿ

ëþáûõ ÷åòûðåõ ïåðåòÿãèâàíèé ïðåäñòàâèìà â âèäå êîìïîçèöèè äâóõ ïå-

ðåòÿãèâàíèé è åñòü ôóíêöèÿ âèäà y = a · x.
Ìû ðàññìàòðèâàëè òîëüêî êîìïîçèöèè ïåðåâîðîòîâ ñ ïåðåâîðîòàìè

è ïåðåòÿãèâàíèé ñ ïåðåòÿãèâàíèÿìè. ×åìó ðàâíà êîìïîçèöèÿ ïåðåâîðî-

òà è ïåðåòÿãèâàíèÿ? Çäåñü óæå âàæåí ïîðÿäîê îïåðàöèé, ïóñòü f = a−x,
g = b/x, òîãäà: f ◦g = a−b/x, g◦f = b/(a−x). Íå áóäåì ïðîäîëæàòü ýëå-

ìåíòàðíûå âû÷èñëåíèÿ, äîñòóïíûå óæå â 8-ì êëàññå îáû÷íîé øêîëû, è

ïîäâåäåì èòîã: ôóíêöèè, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü êîìïîçèöèÿìè ïåðå-

âîðîòîâ è ïåðåòÿãèâàíèé èìåþò âèä: y=ax+b
cx+d

, è êàæäàÿ ôóíêöèÿ òàêîãî

âèäà ïðåäñòàâèìà â âèäå êîìïîçèöèè íåêîòîðîãî ÷èñëà ïåðåâîðîòîâ è
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ïåðåòÿãèâàíèé.

Ôóíêöèè âèäà y = ax+b
cx+d

èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â ìàòåìàòèêå, îñîáåí-

íî â òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è íàçûâàþòñÿ ¾äðîáíî-

ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè¿. Çäåñü ìû ïðèøëè ê íèì ÷åðåç èíâîëþòèâíûå

ôóíêöèè è ïîýòîìó âûÿñíèì, â êàêîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(x) = ax+b
cx+d

ñà-

ìà ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíîé? Äëÿ ýòîãî ìû ìîæåì âû÷èñëèòü f(f(x))

÷åðåç êîýôôèöèåíòû a, b, c, d è ïîëó÷èòü ñâÿçü ìåæäó íèìè, èñïîëüçóÿ

óñëîâèå èíâîëþòèâíîñòè: f(f(x)=x. Ýòî íåñëîæíûå, íî âñå-òàêè ãðîìîçä-

êèå âû÷èñëåíèÿ, èçÿùíåé ïîëó÷èòü îòâåò èíà÷å. Ïóñòü y = ax+b
cx+d

, òîãäà

y(cx + d) = ax + b, cxy + yd − ax = b. Åñëè d = −a, ìû èìååì cxy-

a(x+y)=b, â ýòî âûðàæåíèå x è y âõîäÿò îäèíàêîâûì îáðàçîì, ïðè èõ

ïåðåñòàíîâêå (îáðàòèòå âíèìàíèå, çäåñü ìû ñíîâà ïåðåñòàâëÿåì, íî òå-

ïåðü óæå íå òî÷êè, êàê â ïåðâîì ðàçäåëå, à � ïåðåìåííûå) âûðàæåíèå

íå èçìåíèòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x è y çàâèñÿò äðóã îò äðóãà îäèíàêî-

âûì îáðàçîì: åñëè ìû âûðàçèì x ÷åðåç y èëè y ÷åðåç x, òî ïîëó÷èì

îäíî è òî æå âûðàæåíèå. Ïîýòîìó åñëè ìû îáîçíà÷èì çàâèñèìîñòü y îò

x ÷åðåç f , òî f(f(x)) = x, ÷òî è îçíà÷àåò èíâîëþòèâíîñòü f . Â íàøåì

ñëó÷àå f(x) = ax+b
cx+d

è ìû óçíàëè, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ èíâîëþòèâíà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = −d. Îòìåòèì, ÷òî ïåðåâîðîòû è ïåðåòÿãèâà-

íèÿ, êîìïîçèöèè êîòîðûõ ìû èçó÷àëè, ïðåäñòàâèìû â âèäå: x + y = a

è xy = b, ñèììåòðè÷íîì îòíîñèòåëüíî x è y.

3. Ïðèìåíåíèå â ïåäàãîãèêå

Åñòü äâà êðèòåðèÿ äëÿ ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëå: òåìà

äîëæíà èìåòü íàó÷íîå è îáðàçîâàòåëüíîå çíà÷åíèå, òåìà äîëæíà áûòü

èíòåðåñíà è äîñòóïíà øêîëüíèêó. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ìíîãîå â ñòàòüå

óäîâëåòâîðÿåò îáîèì êðèòåðèÿì. Ïðè èçó÷åíèè êîìïîçèöèé ôóíêöèé

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèâåäåííûå ïðèìåðû òîæäåñòâ äëÿ çàäà÷, íàïðè-

ìåð, õîðîøóþ çàäà÷ó ñ íåîæèäàííûì îòâåòîì äàåò âîïðîñ: ÷åìó ðàâíî

òðåõêðàòíîå ïðèìåíåíèå ôóíêöèè 1/(1− x)? Ó÷åíèêè ðåøàò åå âû÷èñ-
ëèòåëüíî, è ðåçóëüòàò èõ ìîæåò îçàäà÷èòü, ïðèâåäåííîå ó÷èòåëåì äîêà-

çàòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ ðàçìåòêè ëèíåéêè òàêæå óäèâèò èõ. Âû÷èñëåíèå

ôóíêöèé òèïà f ◦g◦f è îïðåäåëåíèå èõ ñâîéñòâ âîçìîæíî äâîÿêîå: ïðÿ-
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ìîå âû÷èñëåíèå èõ ÷åðåç îïðåäåëåíèå èëè îïåðèðîâàíèå ñ êîìïîçèöèåé

ôóíêöèé. Íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî h = f ◦ g ◦ f èíâîëþòèâ-

íà, ìîæåò áûòü ñäåëàíî ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì h, à ìîæåò áûòü ïîëó÷å-

íî ñ ïîìîùüþ êîìïîçèöèè ôóíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì àññîöèàòèâíîñòè

êîìïîçèöèè: h ◦ h = (f ◦ g ◦ f) ◦ (f ◦ g ◦ f) = (f ◦ g) ◦ (f ◦ f) ◦ (g ◦ f) =
= (f◦g)◦(g◦f) = f◦(g◦g)◦f = e (òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ). Ñêîáêè ïåðå-

ñòàâëÿþòñÿ, è âûðàæåíèå ñîêðàùàåòñÿ, ïîñêîëüêó f è g èíâîëþòèâíû,

f(f(x) = g(g(x)) = e. Ïðè òàêîì äîêàçàòåëüñòâå íåò íóæäû ðàñêðû-

âàòü è ïåðåâîðà÷èâàòü ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè äðîáè, ìû âèäèì àá-

ñòðàêòíûå ïîíÿòèÿ êîìïîçèöèè è àññîöèàòèâíîñòè çà ìàòåìàòè÷åñêîé

ðàáîòîé, ïîíÿòíîé øêîëüíèêó. Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå è íà íåîæè-

äàííóþ ñâÿçü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè è ôóíêöèè y = 1/(1− x): ïðè
x<1 ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà ñóììå âñåõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

ñ ïåðâûì ÷ëåíîì 1 è çíàìåíàòåëåì x.

Â ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ, íà êðóæêàõ è â âóçàõ ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü ðàçìåòêó ëèíåéêè êàê ïåðâûé ïðèìåð ãðóïïû, ñîçäàòü òàáëè-

öó óìíîæåíèÿ ýòîé ãðóïïû è ââîäèòü âàæíûå òåîðåòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ:

êîììóòèðóåìîñòü, ñîïðÿæåííûå ýëåìåíòû, èñïîëüçóÿ ïðèìåðû îáåèõ

÷àñòåé ñòàòüè. Íàïðèìåð âñå òðè ôóíêöèè f, g, h ñîïðÿæåíû äðóã ñ

äðóãîì, êàê ìû âèäåëè h = f ◦ g ◦ f , ÷òî è îçíà÷àåò ñîïðÿæåííîñòü

g è h (ïðè ïîìîùè f , òàê êàê îáðàòíàÿ ê f ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ f).

Âñÿ ïåðâàÿ ÷àñòü ñòàòüè åñòü ïåðâûé è ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ïðåäñòàâëå-

íèÿ ãðóïï ãåîìåòðè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè1 è òàêèì îáðàçîì ìîæåò

èñïîëüçîâàòüñÿ è êàê ââåäåíèå â òåîðèþ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ è òåî-

ðèþ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï. Òàêæå, ýòî ïåðâûé è ïðîñòåéøèé ïðèìåð

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, ïîíÿòèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî è äëÿ ëèíåé-

1Óâàæàåìûé ðåöåíçåíò ñ÷èòàåò, ÷òî ãðóïïà ñàìîñîâìåùåíèé ïðàâèëüíîãî òðå-

óãîëüíèêà � áîëåå ïðîñòîé ïðèìåð. Ñ áëàãîäàðíîñòüþ îòâåòèì åìó, ÷òî äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà íóæíî ïðåäâàðèòåëüíî ðàçìåòèòü ëèíåéêó (÷òîáû

èçìåðÿòü åãî ñòîðîíû). Òàêæå çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê � ïëîñêàÿ ôèãóðà, à ëè-

íåéêà � îäíîìåðíà, ÷òî òàêæå ïîäòâåðæäàåò òî÷êó çðåíèÿ, âûñêàçàííóþ â ñòàòüå.

Íî, ðàçóìååòñÿ, ïîíÿòèÿ ¾ïðîñòîãî¿ è ¾ñëîæíîãî¿ ñóáúåêòèâíû, ïîòîìó êàæäûé

èìååò ïðàâî íà ñâîþ òî÷êó çðåíèÿ.
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íîé àëãåáðû, è äëÿ ñîâðåìåííîé ôèçèêè. Â äàííîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò

î ïðåîáðàçîâàíèè îäíîìåðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è òåì íåîæèäàííåé

ïîÿâëåíèå ïðè ýòîì òðîéñòâåííîé ñèììåòðèè.

Ìû îñòàâèëè íåðàçîáðàííûì ïåðåõîä îò ðàçìåòêè ëèíåéêè ê ïðî-

ñòîìó îòíîøåíèþ (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî ïî ñóòè îäíî è òî æå) è àëãåá-

ðàè÷åñêóþ âîçìîæíîñòü ïåðåéòè îò ïðîñòîãî îòíîøåíèÿ ê äâîéíîìó,

óêàçàííóþ â ðàáîòàõ Ë. Êîãàíîâà [3]. Ìû æå ïðèõîäèì ê äâîéíîìó îò-

íîøåíèþ ÷åðåç ãåîìåòðèþ îêðóæíîñòè â [1] ñëåäóþùèì îáðàçîì: ÷òî-

áû ïðèïèñàòü êàæäîé òî÷êå íà îêðóæíîñòè ÷èñëî (êîîðäèíàòó) ìîæíî

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïðèïèñàòü çíà÷åíèÿ 0, 1,∞ òðåì ïðîèçâîëüíûì

òî÷êàì. Äàëåå ìû, êàê è â ýòîé ñòàòüå, ñëåäèì çà èçìåíåíèåì êîîðäèíà-

òû òî÷êè X ïðè ïåðåñòàíîâêå òðåõ âûáðàííûõ òî÷åê (0, 1, ∞) è ïîëó-

÷àåì òðîéñòâåííóþ ñèììåòðèþ àíàëîãè÷íî íàéäåííîé çäåñü. Äàëåå ìû

ìåíÿåì ìåñòàìè òî÷êó X ñ âûáðàííûìè òî÷êàìè 0, 1, ∞ � îïÿòü-òàêè

àíàëîãè÷íî ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ñòàòüè, ÷òî äàåò ïåðåñòàíîâêè óæå ÷åòû-

ðåõ, à íå òðåõ ýëåìåíòîâ � â ÷åì îòëè÷èå îò ðàçîáðàííîé çäåñü ðàçìåòêè

ëèíåéêè. Ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ çà èçìåíåíèå êîîðäèíàòû íà îêðóæíî-

ñòè, îáëàäàåò ñâîéñòâàìè äâîéíîãî îòíîøåíèÿ. Ãåîìåòðèÿ ïðÿìîé èëè

ðàçìåòêà ëèíåéêè îêàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãåîìåòðèè îêðóæíî-

ñòè, ñëó÷àåì, â êîòîðîì ôèêñèðîâàíà òî÷êà∞ � êàê è ñëåäîâàëî îæè-

äàòü.

Âòîðàÿ ÷àñòü ñòàòüè íå òîëüêî äàåò ìíîãî çàäà÷ íà êîìïîçèöèþ

ôóíêöèé, íî è ïîçâîëÿåò ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà äðîáíî-ëèíåéíûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ. Îíà èìååò èíòåðåñíûå ñâÿçè ñ ãåîìåòðèåé. Äåëî â òîì, ÷òî

ñõîäíûìè ïðèåìàìè èçó÷àåòñÿ êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî òî-

÷åê è ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè. Êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî äâóõ

ïðÿìûõ � ïîâîðîò èëè ïåðåíîñ, âñå ïåðåíîñû êîììóòèðóþò ìåæäó ñî-

áîé, òàêæå ìåæäó ñîáîé êîììóòèðóþò ïîâîðîòû îòíîñèòåëüíî îäíîãî

öåíòðà. Äðîáíî-ëèíåéíûå ôóíêöèè èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå â ãåîìåòðèè

îêðóæíîñòè (çäåñü îíè ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ïåðåõîäà ìåæäó ñèñòåìà-

ìè êîîðäèíàò, [1]), à íàéäåííûå íàìè èíâîëþòèâíûå ôóíêöèè ïðåä-

ñòàâëÿþò îñîáûé âèä ñèììåòðèè â ãåîìåòðèè îêðóæíîñòè: áèïëåòíóþ
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ñèììåòðèþ, ó êîòîðîé åñòü âñåãî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè. Î ãåîìåòðè-

÷åñêîé ñòîðîíå äåëà ñì. [4] è Ô. Áàõìàí â [5].

Óêàæåì åùå íåñêîëüêî íåñëîæíûõ, íî ïîó÷èòåëüíûõ çàäà÷ íà êîì-

ïîçèöèþ ïðîèçâîëüíûõ èíâîëþòèâíûõ ôóíêöèé èëè ñèììåòðèé, ïîëåç-

íûõ ïðè èçó÷åíèè ãåîìåòðèè è òåîðèè ãðóïï è êîòîðûå èñïîëüçîâàíû

â ñòàòüå â ÷àñòíîì ñëó÷àå. Ïóñòü f, g, h, q îçíà÷àþò èíâîëþòèâíûå ýëå-

ìåíòû. Åñëè f è g êîììóòèðóþò, òî f ◦ g � èíâîëþòèâíî, åñëè f ◦ g �
èíâîëþòèâíî, òî f è g êîììóòèðóþò, åñëè êîìïîçèöèÿ ëþáûõ òðåõ èí-

âîëþòèâíûõ ýëåìåíòîâ � èíâîëþòèâíà, òî ýëåìåíòû, ïðåäñòàâèìûå â

âèäå êîìïîçèöèé äâóõ èíâîëþòèâíûõ ýëåìåíòîâ � êîììóòèðóþò ìåæäó

ñîáîé. Ðåøåíèÿ îñíîâàíû íà òîì, ÷òî åñëè êîìïîçèöèÿ êàêîãî-òî ÷èñëà

èíâîëþòèâíûõ ýëåìåíòîâ ñàìà èíâîëþòèâíà, òî åå ìîæíî ïðî÷èòàòü â

îáðàòíîì ïîðÿäêå, è ðåçóëüòàò íå èçìåíèòñÿ.
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Summary

Pimenov R. R. Lineup markup as an introduction to group theory

The article reveals the relationship between the ruler markup, the group

of permutations of the three elements, involutive transformations and linear

fractional functions. Threefold symmetry is shown, without which the ruler

marking would be impossible. Examples and tasks useful for teaching

mathematics at school and university are given.

Keywords: lineup markup, symmetry, group theory, involution, education.
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