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Å. Ì. Âå÷òîìîâ

Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè

A è B èññëåäóþòñÿ â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëíûõ ∨-
ãîìîìîðôèçìîâ áóëåàíà B(A) â áóëåàí B(B). Ïîëó÷åíû äâå òåî-

ðåìû äâîéñòâåííîñòè: äëÿ êàòåãîðèè âñåõ ìíîæåñòâ è áèíàðíûõ

îòíîøåíèé ìåæäó íèìè â êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ è äëÿ êàòåãîðèè

âñåâîçìîæíûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé è èõ 2-ìîðôèçìîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèíàðíîå îòíîøåíèå (ñîîòâåòñòâèå), áóëåàí,

ïîëíûé ∨-ãîìîìîðôèçì, äâîéñòâåííîñòü êàòåãîðèé.

1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ñòàòüå ðàçâèâàåòñÿ ôðàãìåíò òåîðèè àáñòðàêòíûõ áèíàð-

íûõ îòíîøåíèé. Ïðè íàøåì ïîäõîäå ïðîèçâîëüíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå

ρ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B ìîäåëèðóåòñÿ êàê ïîëíûé ∨-ãîìîìîðôèçì
ρ áóëåàíà B(A) â áóëåàí B(B). Äðóãîé ïîäõîä, ïðèâîäÿùèé ê ñîîòâåò-

ñòâèþ Ãàëóà, ïðåäñòàâëåí â êíèãå Ï.Êîíà [1, ñ. 58].

Ïðåäëîæåíèå 1 ïîçâîëÿåò âûðàæàòü ñâîéñòâà áèíàðíûõ îòíîøåíèé

ρ â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëíûõ ∨-ãîìîìîðôèçìîâ ρ áóëåàíîâ

(ïðåäëîæåíèå 2). Ýòî ïðåäëîæåíèå ñëóæèò îñíîâîé äóàëèçìà êàòåãîðèè

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ ¾Ïîëó-

êîëüöà è èõ ñâÿçè¿, ïðîåêò 1.5879.2017/8.9.



4 Âå÷òîìîâ Å. Ì.

âñåõ ìíîæåñòâ ñ áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè â êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ è êàòå-

ãîðèè áóëåàíîâ âñåâîçìîæíûõ ìíîæåñòâ è èõ ïîëíûõ ∨-ãîìîìîðôèçìîâ
(òåîðåìà 1), à òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ïðè óñòàíîâëåíèè äâîéñòâåííîñòè

ìåæäó êàòåãîðèåé áèíàðíûõ îòíîøåíèé è 2-ìîðôèçìîâ ìåæäó íèìè

è êàòåãîðèè ïîëíûõ ∨-ãîìîìîðôèçìîâ áóëåàíîâ è èõ 2-∨-ìîðôèçìîâ
(òåîðåìà 2).

Ñîäåðæàòåëüíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ, ñëóæàùàÿ ôóíäàìåíòîì ñîâðå-

ìåííîé ìàòåìàòèêè, èçëîæåíà â êíèãå À. Â. Àðõàíãåëüñêîãî [2]. Èí-

ôîðìàöèþ î áèíàðíûõ îòíîøåíèÿõ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [1; 3�10],

îá àëãåáðàè÷åñêèõ è ïîðÿäêîâûõ ñòðóêòóðàõ � â [1; 3; 6�8; 11�12], î

ïîíÿòèè êàòåãîðèè � â [1; 6; 9; 12].

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü äàíû ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà A è B. ×åðåç B(A) îáîçíà÷èì

áóëåàí ìíîæåñòâà A, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà

A.

Ïóñòü ρ � áèíàðíîå îòíîøåíèå, èëè ñîîòâåòñòâèå, ìåæäó ìíî-

æåñòâàìè A è B (èç ìíîæåñòâà A âî ìíîæåñòâî B), îïðåäåëÿåìîå êàê

íåêîòîðîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (a, b) ýëåìåíòîâ a ∈ A è b ∈ B,
òî åñòü ρ ⊆ A × B. Òî÷íåå ãîâîðÿ, áèíàðíîå îòíîøåíèå � ýòî òðîéêà

⟨A, ρ,B⟩, ãäå ρ ⊆ A×B íàçûâàþò òàêæå ãðàôèêîì ñîîòâåòñòâèÿ ρ.

Åñëè ýëåìåíòû a ∈ A è b ∈ B íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè ρ, òî åñòü

(a, b) ∈ ρ, áóäåì ïèñàòü aρb; íà ¾ÿçûêå ñòðåëîê¿ ñîåäèíÿåì ¾òî÷êó¿ a ñ

¾òî÷êîé¿ b ñòðåëêîé a → b. Òàêèì îáðàçîì, áèíàðíîå îòíîøåíèå ìåæ-

äó ìíîæåñòâàìè A è B ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòîé îðèåíòèðîâàííûé

ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí A∪B, âîçìîæíî, ñ ïåòëÿìè, äóãè êîòîðîãî
íàïðàâëåíû èç A â B.

Êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó X ìíîæåñòâà A ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

ìíîæåñòâî

ρ(X) = {b ∈ B : ∃a ∈ Xaρb} ⊆ B.

Ïðè ýòîì ρ(X) = ∪{ρ({x}) : x ∈ X}. Âìåñòî ρ({x}) áóäåì ïèñàòü

ïðîñòî ρ(x).
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Áèíàðíîå îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà ìíîæåñòâå A îáîçíà÷àåòñÿ 1A, íà-

çûâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà A, èëè äèàãîíà-

ëüþ íà A.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ−1 ìåæäó ìíîæåñòâàìè B è A íàçûâàåòñÿ îá-

ðàòíûì ê îòíîøåíèþ ρ, åñëè

∀a ∈ A∀b ∈ B(bρ−1a⇔ aρb);

íà ÿçûêå ñòðåëîê: îáðàùàåì âñå ñòðåëêè a→ b. ßñíî, ÷òî (ρ−1)−1 = ρ.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ρ � ýòî ìíîæåñòâî D(ρ) = ρ−1(B),

à ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, èëè îáðàç îòíîøåíèÿ ρ, åñòü ìíîæåñòâî

R(ρ) = ρ(A) = D(ρ−1).

Íàðÿäó ñ áèíàðíûì îòíîøåíèåì ρ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B âîçü-

ìåì áèíàðíûå îòíîøåíèÿ σ è τ ìåæäó ìíîæåñòâàìè B è C è C è D,

ñîîòâåòñòâåííî. Êîìïîçèöèåé îòíîøåíèé ρ è σ íàçûâàåòñÿ áèíàðíîå îò-

íîøåíèå ρσ = σ◦ρ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è C, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé:

∀a ∈ A∀c ∈ C(aρσc⇔ ∃b ∈ B(aρb & bσc);

ïðîâîäèì ñòðåëêó a → c, åñëè ñóùåñòâóþò ñòðåëêè a → b è b → c

äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè b ∈ B. ßñíî, ÷òî 1Aρ = ρ, ρ1B = ρ, (ρσ)−1 =

= σ−1ρ−1 è ρ ⊆ ρρ−1ρ. Ëåãêî ïðîâåðèòü àññîöèàòèâíîñòü êîìïîçèöèè:

(ρσ)τ = ρ(στ).

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B íàçûâàåòñÿ:

âñþäó îïðåäåëåííûì, åñëè D(ρ) = A, òî åñòü 1A ⊆ ρρ−1;

îäíîçíà÷íûì, åñëè

∀a ∈ A∀b1, b2 ∈ B(aρb1 & eaρb2 ⇒ b1 = b2), òî åñòü ρ
−1ρ ⊆ 1B;

èíúåêòèâíûì, êîãäà

∀a1, a2 ∈ A∀b ∈ B(a1ρb & a2ρb⇒ a1 = a2), òî åñòü ρρ
−1 ⊆ 1A;

ñþðúåêòèâíûì, êîãäà R(ρ) = B, òî åñòü 1B ⊆ ρ−1ρ;

ôóíêöèîíàëüíûì, êîãäà îíî âñþäó îïðåäåëåííîå è îäíîçíà÷íîå, òî

åñòü 1A ⊆ ρρ−1 è ρ−1ρ ⊆ 1B;



6 Âå÷òîìîâ Å. Ì.

áèåêòèâíûì, åñëè îíî èíúåêòèâíî, ñþðúåêòèâíî è ôóíêöèîíàëüíî,

òî åñòü ρρ−1 = 1A è ρ−1ρ ⊆ 1B;

äèôóíêöèîíàëüíûì [8, ñ. 34], åñëè

∀a1, a2 ∈ A∀b1, b2 ∈ B(a1ρb1 & a1ρb2 & a2ρb1 ⇒ a2ρb2),

òî åñòü ρρ−1ρ ⊆ ρ (ðàâíîñèëüíî, ρρ−1ρ = ρ).

Âñþäó îïðåäåëåííîñòü áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ ìåæäó ìíîæåñòâàìè

A è B ãðàôè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî èç êàæäîé òî÷êè ìíîæåñòâà A âûõî-

äèò õîòÿ áû îäíà ñòðåëêà, íàïðàâëåííàÿ â B. Îäíîçíà÷íîñòü îòíîøå-

íèÿ ρ îçíà÷àåò, ÷òî èç êàæäîé òî÷êè ìíîæåñòâà A âûõîäèò íå áîëåå

îäíîé ñòðåëêè. Èíúåêòèâíîñòü ρ èëëþñòðèðóåòñÿ òåì, ÷òî èç ðàçíûõ

òî÷åê ìíîæåñòâà A íå ìîãóò âûõîäèòü ñòðåëêè ñ îáùèì ¾êîíöîì¿ â B,

à ñþðúåêòèâíîñòü � òåì, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà B ñëóæèò êîí-

öîì íåêîòîðîé ñòðåëêè, âûõîäÿùåé èç A. Ôóíêöèîíàëüíîñòü îòíîøåíèÿ

ρ ãîâîðèò î òîì, ÷òî èç êàæäîé òî÷êè ìíîæåñòâà A âûõîäèò ðîâíî îäíà

ñòðåëêà. Ôóíêöèîíàëüíîå îòíîøåíèå ρ èç A â B íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé

èëè îòîáðàæåíèåì è îáîçíà÷àåòñÿ ρ : A→ B.

Ñëåäóþùèå ðàâíîñèëüíîñòè î÷åâèäíû:

ρ âñþäó îïðåäåëåíî ⇔ ρ−1 ñþðúåêòèâíî,

ρ îäíîçíà÷íî ⇔ ρ−1 èíúåêòèâíî,

ρ áèåêòèâíî ⇔ ρ−1 áèåêòèâíî.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ ⊆ A × A, íàçûâàåìîå îòíîøåíèåì íà ìíî-

æåñòâå A, íàçûâàåòñÿ:

ðåôëåêñèâíûì, åñëè 1A ⊆ ρ;

ñèììåòðè÷íûì, åñëè ρ−1 ⊆ ρ (ðàâíîñèëüíî, ρ−1 = ρ);

òðàíçèòèâíûì, åñëè ρρ ⊆ ρ;

àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè ρ ∩ ρ−1 ⊆ 1A;

àíòèðåôëåêñèâíûì, åñëè 1A ∩ ρ = ∅.

3. Ïðèìåðû

1. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæå-

ñòâàìè A è B. Îíè îáðàçóþò áóëåâó ðåøåòêó � áóëåàí B(A × B),
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íà êîòîðîì îïðåäåëåíû îáû÷íûå îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ ⊆ è îïåðà-

öèè îáúåäèíåíèÿ ∪, ïåðåñå÷åíèÿ ∩ è äîïîëíåíèÿ ′. Èìåííî äëÿ ëþáûõ

ρ, σ ∈ B(A×B) èìååì:

ρ ⊆ σ ⇔ ∀a ∈ A∀b ∈ B(aρb⇒ aσb),

ρ ∪ σ = {(a; b) : aρb ∨ aσb},

ρ ∩ σ = {(a; b) : aρb & aσb},

ρ′ = {(a; b) ∈ A×B : kaρb} = (A×B) \ ρ.

Åñëè A = B, òî íà áóëåàíå B(A×A) äåéñòâóåò òàêæå îïåðàöèÿ êîìïî-
çèöèè ◦ ñîîòâåòñòâèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìóþ ðåëÿöè-

îííóþ àëãåáðó (àëãåáðó îòíîøåíèé) ⟨B(A×A);∪,∩,′ , ·⟩ òèïà (2, 2, 2, 1)
ñ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì ∅ è íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì A×A. Îòìåòèì,
÷òî ðåëÿöèîííûå àëãåáðû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè áàç äàííûõ [9;

12]; â óêàçàííûõ êíèãàõ äàíî îáùåå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ðåëÿöè-

îííîé àëãåáðû.

2. Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå

A, òî åñòü ρ ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî; ðàâíîñèëü-

íî: 1A ⊆ ρ, ρ−1 = ρ è ρρ = ρ. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A îáðàç

ρ(a) = [a]ρ = {x ∈ A : xρa} åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà a

ïî îòíîøåíèþ ρ. Êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó X ⊆ A ñîîòâåòñòâóåò îáúåäè-

íåíèå ρ(X) êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòîâ a ∈ X.
3. Ïóñòü äàíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ⟨A, ρ⟩, ãäå ρ =≤ åñòü îòíî-

øåíèå ïîðÿäêà íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå A, òî åñòü ρ ðåôëåêñèâíî, òðàí-

çèòèâíî è àíòèñèììåòðè÷íî; ðàâíîñèëüíî: ρρ = ρ è ρ ∩ ρ−1 = 1A. Òîãäà

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A èìååì: ρ(a) = [a) = {x ∈ A : a ≤ x} � âåðõíèé êîíóñ

ýëåìåíòà a, ρ−1(b) = (b] = {x ∈ A : x ≤ b} � íèæíèé êîíóñ ýëåìåíòà b.

4. Äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû A ñ íóëåì 0 ïîëîæèì: aρb

îçíà÷àåò ab = 0 ïðè a, b ∈ A. Òîãäà èìååì: ρ(a) = Annra � ïðàâûé

àííóëÿòîð ýëåìåíòà a, ρ−1(b) = Annlb � ëåâûé àííóëÿòîð ýëåìåíòà b.

5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê åâêëèäîâîé ïëîñ-

êîñòè, B � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïðÿìûõ íà ýòîé ïëîñêîñòè, è aρb
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îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà a ∈ A ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé b ∈ B. Ïîëó÷àåì: ρ(a)�
ñâÿçêà ïðÿìûõ äàííîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó a, ρ−1(b) �

ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðÿìîé b, òî åñòü ñàìà ïðÿìàÿ b (ñîâïàäàþùàÿ �

ïî îïðåäåëåíèþ � ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ñâîèõ òî÷åê). Äàëåå, ρ(X) � ýòî

ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó òî÷êó èçX, è ρ−1(Y ) åñòü

îáúåäèíåíèå ïðÿìûõ (êàê ìíîæåñòâ òî÷åê) èç Y ïðè X ⊆ A è Y ⊆ B.

6. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà, B � ìíîæåñòâî

âñåâîçìîæíûõ ñëîâ ðóññêîãî ÿçûêà, è aρb îçíà÷àåò, ÷òî áóêâà a ∈ A

âõîäèò â ñëîâî b ∈ B. Òîãäà ρ(a) � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, ñîäåðæàùèõ

áóêâó a, è ρ−1(b) åñòü ìíîæåñòâî áóêâ ñëîâà b.

4. Îòîáðàæåíèå âçÿòèÿ îáðàçîâ

Áóëåàí B(A) ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ

âêëþ÷åíèÿ ⊆ (ñ îïåðàöèÿìè îáúåäèíåíèÿ ∪ è ïåðåñå÷åíèÿ ∩) ÿâëÿåòñÿ
áóëåâîé ðåøåòêîé ñ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì ∅ è íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì

A. Ïðè ýòîì ïóñòîå ìíîæåñòâî áóäåì íàçûâàòü íóëåì è îáîçíà÷àòü 0, à

ñàìî ìíîæåñòâî A � åäèíèöåé 1 áóëåàíà B(A). Áóëåàí B(A) áóäåò ïîë-

íîé àòîìíîé ðåøåòêîé, àòîìû êîòîðîé ñóòü â òî÷íîñòè îäíîýëåìåíòíûå

ïîäìíîæåñòâà â A.

Ñíîâà âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ ìåæäó ìíîæå-

ñòâàìè A è B. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå âçÿòèÿ îáðàçîâ ïðè äåéñòâèè

ρ:

ρ : B(A)→ B(B),ρ(X) = ρ(X) äëÿ ëþáîãî X ⊆ A,

áóëåàíà B(A) ìíîæåñòâà A â áóëåàí B(B) ìíîæåñòâà B. Î÷åâèäíî, ÷òî

ρ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ∨-ãîìîìîðôèçìîì áóëåàíîâ, òî åñòü ρ(∅) = ∅ è

ρ(∪Xi) = ∪ρ(Xi) äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ñåìåéñòâà (Xi)i∈I ïîäìíîæåñòâ

Xi ìíîæåñòâà A.

Îáðàòíî, ïóñòü α � ïîëíûé ∨-ãîìîìîðôèçì áóëåàíà B(A) â áóëåàí

B(B). Îïðåäåëèì áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ = ρ(α) ìåæäó ìíîæåñòâàìè A

è B, ïîëîæèâ:

aρb⇔ b ∈ α({a}) äëÿ ëþáûõ a ∈ A è b ∈ B.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî α = ρ.
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Òåì ñàìûì èìååò ìåñòî

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B ïåðåõîäû ρ→ ρ è

α → ρ(α) óñòàíàâëèâàþò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè ρ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B è ïîëíûìè

∨-ãîìîìîðôèçìàìè α áóëåàíà B(A) â áóëåàí B(B).

Çàìå÷àíèå 1. Ëþáîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ ìåæäó ìíîæåñòâàìè

A è B ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå A → B(B), a → ρ(a)

äëÿ âñåõ a ∈ A, ìíîæåñòâà A â áóëåàí B(B) [9, ïðåäëîæåíèå 1.1]. Òåì

ñàìûì ìû çàìåíÿåì ïðîèçâîëüíî âçÿòîå áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ñî-

îòâåòñòâóþùåå ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ìíîæåñòâî (÷èñòîå

ìíîæåñòâî, áåç ñòðóêòóðû) ïåðåâîäèò â áóëåâó ðåøåòêó. Ïîýòîìó åñòå-

ñòâåííåå è ïëîäîòâîðíåå áèíàðíîìó îòíîøåíèþ ρ ñîïîñòàâëÿòü ïîëíûé

∨-ãîìîìîðôèçì ρ áóëåâîé ðåøåòêè B(A) â áóëåâó ðåøåòêó B(B).

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè âòîðîì ïîäõîäå áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ ìåæ-

äó ìíîæåñòâàìè A è B èíäóöèðóåò ñîîòâåòñòâèå Ãàëóà ìåæäó A è

B è îòâå÷àþùèå åìó ñèñòåìû çàìûêàíèé íà A è B [1, ñ. 55�61], [9,

ñ. 56�58]. Èìåííî, êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó X â A ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèå ïîäìíîæåñòâî X∗ = ∩{ρ(x) : x ∈ X} â B, à íå ρ(X) = ∪{ρ({x}) :
x ∈ X}, êàê â íàøåì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî, êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó Y â

B ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî Y ∗ = ∩{ρ−1(y) : y ∈ Y } ⊆ A. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ïàðó îòîáðàæåíèé X → X∗, Y → Y ∗ ìåæäó áóëåàíàìè B(A)

è B(B), íàçûâàåìóþ ñîîòâåòñòâèå Ãàëóà ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B.

Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèÿ ∗ îáðàùàþò îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ (⊆ ïåðåâî-

äÿò â ⊇, è îáðàòíî) è äàþò ñîîòíîøåíèÿ X ⊆ X∗∗ è Y ⊆ Y ∗∗ äëÿ âñåõ

X ⊆ A, Y ⊆ B.

Íàðÿäó ñ îòîáðàæåíèåì ρ âçÿòèÿ îáðàçîâ ïðè ñîîòâåòñòâèè ρ îïðå-

äåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå âçÿòèÿ ïðîîáðàçîâ:

B ⊇ Y → {a ∈ A : ∃b ∈ Y aρb} = ρ−1(Y ) ⊆ A.

Ïîëó÷àåì ïîëíûé ∨-ãîìîìîðôèçì ρ−1 áóëåàíà B(B) â áóëåàí B(A),

îòâå÷àþùèé áèíàðíîìó îòíîøåíèþ ρ−1 ìåæäó ìíîæåñòâàìè B è A.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå âûòåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëå-

íèé:
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Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ

ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ρ âñþäó îïðåäåëåíî ⇔ (ρ(X) = 0 ⇒ X = 0 äëÿ ëþáîãî (àòîìà)

X ∈ B(A)), òî åñòü ρ â íóëü 0 ïåðåâîäèò òîëüêî íóëü 0;

2) ρ îäíîçíà÷íî⇔ ρ(X) åñòü 0 èëè àòîì â B(B) äëÿ ëþáîãî àòîìà

X ∈ B(A);
3) ρ èíúåêòèâíî ⇔ ρ ñîõðàíÿåò íóëåâûå ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ äâóõ

ýëåìåíòîâ áóëåàíà B(A) ⇔ ρ, ñîõðàíÿåò ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ äâóõ ýëå-

ìåíòîâ èç B(A) ⇔ ρ, ñîõðàíÿåò ïåðåñå÷åíèå êàæäîãî íåïóñòîãî ñå-

ìåéñòâà ýëåìåíòîâ èç B(A);

4) ρ ñþðúåêòèâíî ⇔ ρ(1) = 1, òî åñòü ρ ñîõðàíÿåò åäèíèöó 1;

5) ρ ôóíêöèîíàëüíî ⇔ ρ ñîõðàíÿåò àòîìû;

6) ρ äèôóíêöèîíàëüíî ⇔ ïðè îòîáðàæåíèè ρ îáðàçû ëþáûõ äâóõ

àòîìîâ ëèáî ðàâíû, ëèáî èìåþò íóëåâîå ïåðåñå÷åíèå.

Çàìå÷àíèå 3. Óòâåðæäåíèå 3) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èíúåêòèâíîì ñî-

îòâåòñòâèè ρ îòîáðàæåíèå ρ ñëóæèò ïîëíûì ãîìîìîðôèçìîì áóëåà-

íà B(A) â áóëåàí B(B), íåîáÿçàòåëüíî ñîõðàíÿþùèì 1. Óòâåðæäåíèÿ

3) è 4) ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ èíúåêòèâíîãî ñþðúåêòèâíîãî ñîîòâåòñòâèÿ

ρ îòîáðàæåíèå ρ: B(A) → B(B) áóäåò ïîëíûì ãîìîìîðôèçìîì, ñîõðà-

íÿþùèì 1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì ρ äîïîëíåíèÿ ïåðåâîäèò â äîïîëíå-

íèÿ, òî åñòü ρ(A \X) = ρ(A) \ ρ(X) äëÿ âñåõ X ⊆ A.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ ρ : A → B ðàâíîñèëüíû

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ρ èíúåêòèâíî;

2) îòîáðàæåíèå ρ èíúåêòèâíî;

3) ρ−1 ñþðúåêòèâíî;

4) ρ � èçîìîðôíîå âëîæåíèå áóëåàíà B(A) â áóëåàí B(B).

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ ρ: A → B ðàâíîñèëüíû

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ρ ñþðúåêòèâíî;

2) ρ(1) = 1;

3) ρ−1 èíúåêòèâíî;
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4) ρ � ïîëíûé ∨-ãîìîìîðôèçì áóëåàíîâ, ñîõðàíÿþùèé àòîìû è 1.

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ρ: A → B ýêâèâà-

ëåíòíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ρ áèåêòèâíî;

2) ρ−1 áèåêòèâíî;

3) ρ � èçîìîðôèçì áóëåàíà B(A) íà áóëåàí B(B).

5. Äâîéñòâåííîñòè

Óñòàíîâèì äâîéñòâåííîñòè äëÿ êàòåãîðèè ìíîæåñòâ è áèíàðíûõ îò-

íîøåíèé ìåæäó íèìè è äëÿ êàòåãîðèè áèíàðíûõ îòíîøåíèé è èõ 2-

ìîðôèçìîâ.

Òåîðåìà 1. Êàòåãîðèÿ âñåõ ìíîæåñòâ ñ áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè

ìåæäó ìíîæåñòâàìè â êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè

áóëåàíîâ âñåâîçìîæíûõ ìíîæåñòâ è èõ ïîëíûõ ∨-ãîìîìîðôèçìîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òîæäåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ 1A è 1B(A) ñëóæàò

åäèíè÷íûìè ìîðôèçìàìè óêàçàííûõ êàòåãîðèé. Âîçüìåì äâà áèíàðíûõ

îòíîøåíèÿ ρ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B è σ ìåæäó ìíîæåñòâàìè B è

C. Èõ êîìïîçèöèÿ ρσ ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíèåì ìåæäó ìíîæå-

ñòâàìè A è C. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå ρσ : B(A) → B(C) ñîâïàäàåò

ñ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé ρ : B(A) → B(B) è σ : B(B) → B(C).

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 1.

Çàìå÷àíèå 4. Ñîîòâåòñòâèÿ A→ A è ρ→ ρ−1 èíäóöèðóåò àíòèýê-

âèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèè âñåõ ìíîæåñòâ A ñ áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè

ρ ìåæäó ìíîæåñòâàìè íà ñàìó ñåáÿ.

Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ, îáúåêòàìè êîòîðîé ñëóæàò âñåâîçìîæíûå

áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ⟨A, ρ,B⟩, à ìîðôèçì òðîéêè ⟨A, ρ,B⟩ â òðîéêó

⟨C, σ,D⟩ îïðåäåëÿåòñÿ êàê óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà îòîáðàæåíèé (f, g), òà-

êàÿ, ÷òî f : A → C, g : B → D è fσ = ρg. Òàêîé ìîðôèçì íà-

çîâåì 2-ìîðôèçìîì. Ïðè 2-ìîðôèçìå (f, g) áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ â

áèíàðíîå îòíîøåíèå σ ñîîòíîøåíèå aρb ïðåîáðàçóåòñÿ â ñîîòíîøåíèå

f(a)σg(b). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè aρb, òî a(ρg)g(b), îòêóäà a(fσ)g(b), òî

åñòü f(a)σg(b). Åäèíè÷íûì ìîðôèçìîì òðîéêè ⟨A, ρ,B⟩ áóäåò ïàðà òîæ-
äåñòâåííûõ îòîáðàæåíèé (1A, 1B).
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Òåïåðü âîçüìåì êàòåãîðèþ âñåõ ïîëíûõ ∨-ãîìîìîðôèçìîâ áóëåàíîâ.
Íàçîâåì 2-∨-ìîðôèçìîì ïîëíîãî ∨-ãîìîìîðôèçìà ρ:

B(A) → B(B) â ïîëíûé ∨-ãîìîìîðôèçì σ : B(C) → B(D) ïàðó (α, β)

ñîõðàíÿþùèõ àòîìû ïîëíûõ ∨-ãîìîìîðôèçìîâ α : B(A) → B(C) è

β : B(B)→ B(D), äëÿ êîòîðûõ ασ = ρβ. Åäèíè÷íûì ìîðôèçìîì îáú-

åêòà ρ : B(A) → B(B) ýòîé êàòåãîðèè ñëóæèò ïàðà òîæäåñòâåííûõ

îòîáðàæåíèé (1B(A), 1B(B)).

Òåîðåìà 2.Êàòåãîðèÿ âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé è èõ 2-ìîðôèçìîâ

ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè ïîëíûõ ∨-ãîìîìîðôèçìîâ áóëåàíîâ è 2-∨-
ìîðôèçìîâ ìåæäó íèìè.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèÿ 1 è óòâåðæäåíèåì 5)

ïðåäëîæåíèÿ 2.
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Summary

Vechtomov E. Ì. Binary relations and homomorphisms of Booleans

The works deals with Binary relations between arbitrary sets A and B

investigated in terms of corresponding complete ∨-homomorphisms from
the Boolean B(A) to the Boolean B(B). The author proposes two duality

theorems: for the category of all sets and binary relations between them

considered as morphisms, and also for the category of all binary relations

and their 2-morphisms.

Keywords: binary relation, Boolean, complete ∨-homomorphism, duality of
categories.
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