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Рассмотрена задача о квантовомеханическом поведении гар-
монического осциллятора на плоскости Минковского с бесконеч-
но высокими потенциальными барьерами на изотропных прямых.
Описаны дискретные уровни энергии частицы.
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Введение
Классическая задача о гармоническом осцилляторе в простран-

ствах с постоянной кривизной и вырожденной метрикой [1] естествен-
но распространяется на описание поведения частицы в пространствах
с неопределенной метрикой. В частности, свободная частица на плос-
кости Минковского демонстрирует наличие дискретных уровней энер-
гии [2], тогда как на евклидовой плоскости она имеет только непре-
рывный спектр энергий. Бурное развитие нанофизики в последние го-
ды привело к появлению гиперболических метаматериалов [3], свойства
которых адекватно описываются в пространствах с псевдоевклидовой
метрикой [4]. Это служит дополнительным стимулом для изучения по-
добных задач.

Следует отметить, что задача о гармоническом осцилляторе в реля-
тивистском пространстве, декартовы координаты которого интерпрети-
руются как время и длина, появляется уже в теории суперструн [5; 6] и
обычно называется «релятивистский осциллятор». Он известен доста-
точно давно и основательно проработан [7]. Уравнение Шредингера на
собственные значения обычно решают в декартовых координатах и сре-
ди решений убирают «нефизические» (с отрицательной нормой, ненор-
мируемые и т. д.). Мы рассмотрим решение этого уравнения для осцил-
лятора на плоскости Минковского в полярных координатах и получим
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Рис. 1. Полярные координаты {r, ϕ} точки M и координаты {ρ, χ} точки N
на плоскости Минковского OM=r, ON=ρ

три решения, которые обычно не упоминаются при решении в декар-
товых координатах (для M 6= 0), и сравним их с результатами рабо-
ты [7], где показано, что для 1+1 осциллятора лоренц-инвариантными,
нормируемыми и с положительной нормой будут только синглетные со-
стояния, которые совпадают с решениями в полярных координатах при
M = 0.

1. Полярные координаты
Плоскость Минковского – двумерное пространство нулевой кривиз-

ны с псевдоевклидовой метрикой s2 = x21−x22 в декартовых координатах.
Декартовы и полярные координаты в областях I (x21 − x22 > 0, x1 > 0) и
II (x21 − x22 > 0, x1 < 0) связаны формулами (см. рис. 1)

{
x1 = ±rchϕ
x2 = ±rshϕ

{
tgr =

√
x21 − x22 > 0,

thϕ = x2/x1,
(1)

где r ∈ [0,∞), ϕ ∈ R. В областях III (x21 − x22 < 0, x2 > 0) и IV
(x21 − x22 < 0, x2 < 0) вместо мнимого r вводим вещественный радиус
ρ =

√
x22 − x21, т.е. r = iρ, и новый угол χ, отсчитываемый теперь от оси

x2 и связанный с углом ϕ соотношением ϕ = χ− iπ
2
, тогда

{
x1 = ±ρ shχ
x2 = ±ρ chχ,

{
ρ =

√
x22 − x21 > 0,

thχ = x1/x2,
(2)

где ρ ∈ [0,∞), χ ∈ R.

2. Осциллятор в полярных координатах
Гармонический осциллятор на плоскости Минковского представляет

собой частный, но важный случай осциллятора на двумерных геометри-
ях Кэли – Клейна [1]. Это квантовомеханическая система с гамильтони-
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аном, кинетическая часть которого пропорциональна оператору Бель-
трами – Лапласа, а потенциал описывается квадратичной функцией

V (x1, x2) =
1

2
mω2

(
x21 − x22

)
, (3)

изображенной на рис. 2. От стандартной нерелятивистской системы с
потенциалом типа «седло» осциллятор на плоскости Минковского от-
личается псевдоевклидовым характером кинетической части. Уравне-

Рис. 2. Потенциал V (x1, x2) (3) гармонического осциллятора на плоскости
Минковского

ние Шредингера на собственные значения HΨ = EΨ в декартовых ко-
ординатах имеет вид

(
− ~

2

2m

∂2

∂x21
+

1

2
mω2x21

)
Ψ(x1, x2)−

−
(
− ~

2

2m

∂2

∂x22
+

1

2
mω2x22

)
Ψ(x1, x2) = EΨ(x1, x2). (4)

После перехода к полярным координатам (1),(2) гамильтониан дается
выражением

H =





− ~
2

2m

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− 1

r2
∂2

∂ϕ2

)
+

1

2
mω2r2, в областях I, II,

~
2

2m

(
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− 1

ρ2
∂2

∂χ2

)
− 1

2
mω2ρ2, в областях III, IV.

(5)
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Рассмотрим уравнение Шредингера (4) в областях I, II

− ~
2

2m

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− 1

r2
∂2

∂ϕ2

)
Ψ(r, ϕ) +

1

2
mω2r2Ψ(r, ϕ) = EΨ(r, ϕ). (6)

Отметим, что наши формулы совпадают с формулами работы [7], если

ввести единицу длины r0 =
√

~

mω
, тогда x = r

r0
, λ = E

~ω
. Ищем решение

уравнения в виде

Ψ(r, ϕ) =
u(r)√
r
eiMϕ, (7)

где параметр M , вообще говоря, может быть как вещественным, так и
комплексным числом. Однако при чисто мнимых значениях M состо-
яния системы будут ненормируемыми. Нормировка волновой функции
при вещественных значениях M ∈ R

∫
|Ψ|2rdrdϕ =

+∞∫

−∞

dr u∗n,M(r)un′,M ′(r)

+∞∫

−∞

dϕ ei(M−M ′) =

= δ(M −M ′)δnn′ (8)

приводит к условию нормировки на функцию un,M(r) вида

2π

+∞∫

−∞

dr u∗n,M(r)un′,M(r) = δnn′ . (9)

После подстановки (7) в (6) имеем уравнение

d2u(r)

dr2
+

(
2mE

~2
− m2ω2

~2
r2 +

M2 + 1
4

r2

)
u(r) = 0, (10)

делая в котором замену переменной y = r2, получаем

y
d2u(y)

dy2
+

1

2
u′ +

1

4

(
2mE

~2
− m2ω2

~2
y +

M2 + 1
4

y

)
u(y) = 0. (11)

Далее перейдем от u(y) к новой функции f(y) с помощью соотношения

u = y(
1
4
+ iM

2 )e−
mω
2~

yf(y), (12)

тогда (11) перейдет в
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y
d2f(y)

dy2
+
(
1 + iM − mω

~
y
) df(y)

dy
+

+
m

2~2
(E − ~ω(iM + 1)) f(y) = 0. (13)

Это вырожденное гипергеометрическое уравнение [8]:

z
d2f(z)

dz2
f ′′ + (c− z)

df(z)

dz
− af(z) = 0, (14)

где

z =
mω

~
y, c = 1 + iM, a = − 1

2~ω
(E − ~ω(iM + 1)) . (15)

Одно из его решений выражается через вырожденную гипергеометри-
ческую функцию

f(z) = F

(
1 + iM

2
− E

2~ω
, 1 + iM ; z

)
, (16)

которая определяется рядом

F (a, c; z) =
∞∑

n=0

(a)n
(c)n

zn

n!
. (17)

Чтобы ряд обрывался, необходимо, чтобы a = −n, n = 0,±1,±2, . . .
В этом случае уровни энергии осциллятора равны

En,M = ~ω (2n+ 1 + iM) , (18)

а соответствующие волновые функции имеют вид

Ψn,M(r, ϕ) = C1r
iMe−

mω
2~

r2F
(
−n, 1 + iM ;

mω

~
r2
)
eiMϕ, (19)

где C1 — нормировочная константа.
При вещественных M 6= 0 состояния (19) интерпретируются как

неустойчивые распадные состояния, излучающие в сингулярный центр
[9, п. 3.2]. В этой статье потенциал ∼ β2

r2
трактуется как негравита-

ционная черная дыра. При мнимых M 6= 0 получаются ненормируемые
состояния, примеры которых в декартовых координатах будут рассмот-
рены ниже в разделе 3.



Гармонический осциллятор на плоскости Минковского 15

При M = 0 получаем физически интересные синглетные состоя-
ния [7] (см. также раздел 3). Тогда дискретные уровни энергии осцил-
лятора

Ek = ~ω(2k + 1), k = 0, 1, 2, . . . (20)

описываются волновыми функциями

Ψk(r, ϕ) = Cke
−mω

2~
r2F

(
−k, 1; mω

~
r2
)
. (21)

В частности,

E0 = ~ω, Ψ0(r, ϕ) = C0e
−mω

2~
r2 , (22)

E1 = 3~ω, Ψ1(r, ϕ) = C1

(
1− mω

~
r2
)
e−

mω
2~

r2 . (23)

Это состояние совпадает с (51), записанным в декартовых коорди-
натах.

Второе линейно независимое решение уравнения (14)

ϕ(a, c; z) = z1−cF (a− c+ 1, 2− c; z) =

= z−iMF

(
1− iM

2
− E

2~ω
, 1− iM ; z

)
. (24)

И в этом случае, чтобы ряд обрывался, необходимо, чтобы a − c + 1 =
= −n, n = 0,±1,±2, . . .. Уровни энергии осциллятора

En,M = ~ω (2n+ 1− iM) (25)

характеризуются волновыми функциями

Ψn,M = C2r
−iMe−

mω
2~

r2F
(
−n, 1− iM ;

mω

~
r2
)
e−iMϕ. (26)

Для удобства, чтобы второе решение было бы просто комплексным со-
пряжением первого (с точностью до нормирующего множителя), можно
взять e−iMϕ, которое при разделении переменных тоже является реше-
нием углового уравнения. При M 6= 0 вновь имеем неустойчивые рас-
падные состояния [9, п. 3.2], а при M = 0 получаем синглетные состоя-
ния, совпадающие с вышеописанными. Нетрудно заметить, что первое
(19) и второе (26) решения связаны простой заменой M ↔ −M .

Третья возможность связана с поиском общего решения ΨE,M(r, ϕ)
в виде линейной комбинации «падающей»

riMe−
mω
2~

r2F

(
1 + iM

2
− E

2~ω
, 1 + iM ;

mω

~
r2
)
eiMϕ (27)
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и «отраженной»

r−iMe−
mω
2~

r2F

(
1− iM

2
− E

2~ω
, 1− iM ;

mω

~
r2
)
e−iMϕ (28)

волн в духе идей, изложенных в статье [10] и в книге [11]. Обозначим
коэффициент отражения через c2 = −e−2iγ [10, формула (4)], где γ –
фаза отражения. Далее работаем с функцией u(r), связанной с Ψ(r, ϕ)
формулой (7). Запишем ее в виде

u(r) = c
(
u1(r)− e−2iγu2(r)

)
. (29)

При малых r волновая функция (29) ведет себя как

u(r) ∼
r→0

√
r sin(M ln r + γ) (30)

[10, формула (2b)] (в нашем случае ν = M). Фаза γ зависит от энер-
гии γ = γ(E), поэтому можно воспользоваться формулой (5) в [10] и
получить для фазы соотношение

γ(En)− γ(E0) = πn. (31)

При больших r → ∞ функции u1(r) и u2(r) ведут себя как

u1(r) ∼
Γ(1 + iM)

Γ
(
1+iM

2
− E

2~ω

) emωr2

2~ r−(
E
~ω

+ 1
2),

u2(r) ∼
Γ(1− iM)

Γ
(
1−iM

2
− E

2~ω

) emωr2

2~ r−(
E
~ω

+ 1
2). (32)

Здесь использовано асимптотическое свойство вырожденной гипергео-
метрической функции

F (a, c; z) ∼
Rez→∞

Γ(c)

Γ(a)
ezza−c. (33)

Общее решение (29) на бесконечности ведет себя как

u1(r)− e−2iγu2(r) ∼

∼ e
mωr2

2~ r−(
E
~ω

+ 1
2)

(
Γ(1 + iM)

Γ
(
1+iM

2
− E

2~ω

) − e−2iγ Γ(1− iM)

Γ
(
1−iM

2
− E

2~ω

)
)
. (34)
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Чтобы оно стремилось к нулю, нужно потребовать

Γ(1 + iM)

Γ
(
1+iM

2
− E

2~ω

) = e−2iγ Γ(1− iM)

Γ
(
1−iM

2
− E

2~ω

) . (35)

Из последнего уравнения находим функцию γ(E) и затем с помощью
соотношения (31) определяем дискретный спектр гармонического ос-
циллятора.

Гипотеза. При больших положительных энергиях спектр будет
иметь вид (18), а при больших отрицательных энергиях — вид

En = E0e
2πn
M , n = 0,±1,±2, . . . (36)

В статье А. М. Переломова и В. С. Попова [10] для случая кулонов-
ского потенциала графическое решение подобного уравнения дает две
асимптотики, описываемые формулами (51) и (52).

При M 6= 0 возникают трудности, связанные с появлением состоя-
ний с отрицательной нормой, отрицательными и мнимыми значениями
энергии, возможностями перехода из области I, II в область III, IV ,
«поглощение черной дырой» и т. д. Некоторые примеры в декартовых
координатах даны в разделе 3.

3. Осциллятор в декартовых координатах
Основные моменты для осциллятора на плоскости Минковского

можно показать, используя обозначения и терминологию теории
струн [5]. Далее будем рассматривать формулы только для областей
I, II, ηij = (+,−), a · a = a21 − a22. В терминах координат и импульсов
гамильтониан осциллятора равен

H =
1

2m
p · p+ mω2

2
x · x, (37)

где

p1 = −i~ d

dx1
, p2 = i~

d

dx2
, [xi, pj] = i~ηij. (38)

Его можно переписать в виде

H =

(
− ~

2

2m

∂2

∂x21
+

1

2
mω2x21

)
−
(
− ~

2

2m

∂2

∂x22
+

1

2
mω2x22

)
. (39)

Удобно ввести единицу длины r0 =
√

~

mω
и безразмерные координа-

ты ξi =
xi

r0
. Введем операторы рождения и уничтожения

a1 =
1√
2

(
ξ1 +

d

dξ1

)
, a+1 =

1√
2

(
ξ1 −

d

dξ1

)
, (40)
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a2 =
1√
2

(
ξ2 −

d

dξ2

)
, a+2 =

1√
2

(
ξ2 +

d

dξ2

)
, (41)

удовлетворяющие коммутационным соотношениям

[ai, a
+
j ] = ηij, [ai, aj] = 0, [a+i , a

+
j ] = 0, (42)

тогда гамильтониан осциллятора принимает вид

H = ~ω
(
a+1 a1 − a+2 a2 + 1

)
. (43)

Важно отметить, что он обладает симметрией группы U(1, 1), по-
рождаемой генераторами a+i aj, т. е. [H, a+i aj] = 0. Спектр энергий ос-
циллятора классифицируется по неприводимым представлениям груп-
пы U(1, 1) = SU(1, 1) × U(1). Генератор J0 = a+1 a1 − a+2 a2 порождает
группу U(1). Генераторы

J11 =
1

2

(
a+1 a1 + a+2 a2

)
, J12 = a+1 a2, J21 = a+2 a1. (44)

порождают группу SU(1, 1).
Основное состояние осциллятора и его энергия определяется урав-

нениями
aiΨ0 = 0, HΨ0 = E0Ψ0, (45)

решение которых приводит к формулам (22). Основное состояние инва-
риантно относительно однопараметрической группы Лоренца с генера-
тором L12 ∈ U(1, 1), где

L12 = x1p2 − x2p1 = −i~
(
a+1 a2 − a+2 a1

)
, L12Ψ0 = 0 (46)

и описывается координатной волновой функцией

Ψ0(x) = 〈x|0〉 = C0e
−mω

2~ (x2
1−x2

2). (47)

Отметим, что в области I, где x21 > x22, состояние (47) нормируемо. На
рис. 3 показана область наиболее вероятного нахождения осциллятора
в основном состоянии.

Для уровня n = m+ k решениями будут

En = ~ω(n+ 1),

|m, k〉 =
(
a+1
)m (

a+2
)k |0〉, Ψm,k(x1, x2) = 〈x|m, k〉. (48)
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x1

x2

Рис. 3. Наиболее вероятное расположение осциллятора в основном состоя-

нии. Заштрихована область 1
2 <

|Ψ0|2
C2

0
< 1

Таким образом, при n = 1 получаем два состояния

Ψ1,0 = a+1 Ψ0 = C1,0 x1e
−mω

2~ (x2
1−x2

2),

Ψ0,1 = a+2 Ψ0 = C0,1 x2e
−mω

2~ (x2
1−x2

2).
(49)

Первое из них Ψ1,0 ненормируемо, поскольку

Ψ1,0(x1, x2) = C1,0x1e
−mωr2

2~ (x2
1−x2

2) = C1,0 r chϕ e−
mωr2

2~ , (50)

а интеграл по углу ϕ расходится. Второе состояние Ψ0,1 имеет отрица-
тельную норму, так как

|0, 1〉 = a+2 |0〉 , 〈0, 1|0, 1〉 = 〈0|a2a+2 |0〉 = −1.

Такие состояния необходимо исключить. Это «нефизические» состоя-
ния. Отметим, что эти состояния появляются и в полярных координатах
при мнимых значениях M в формулах (7), (18), (19).

При n = 2 энергии осциллятора E2 = 3~ω отвечает одно физическое
синглетное состояние

Ψs
2 =Ψ2,0 −Ψ0,2 =

((
a+1
)2 −

(
a+2
)2)

Ψ0 =

=C (x21 − x22 − 1)e−
mω
2~ (x2

1−x2
2),

(51)

которое совпадает с (23), записанным в полярных координатах, и дуб-
летное состояние



Ψ2,0 +Ψ0,2 =

((
a+1
)2

+
(
a+2
)2)

Ψ0 = C (x21 + x22)e
−mω

2~ (x2
1−x2

2),

Ψ1,1 = a+1 a
+
2 Ψ0 = C1,1 x1x2e

−mω
2~ (x2

1−x2
2).

(52)
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Второе состояние Ψ1,1 имеет отрицательную норму и должно быть ис-
ключено. Тогда необходимо будет исключить и первое состояние Ψ2,0,
так как оно становится не лоренц-инвариантным. Таким образом, дуб-
лет — это «нефизическое» состояние.

Состояния вида
(
a+1 a

+
1 − a+2 a

+
2

)k |0〉, Ek = ~ω(2k + 1), k = 0, 1, 2, 3, . . . (53)

совпадают с синглетными состояниями (20), (21). В работе [7, форму-
лы 3.19–3.20] показано, что только синглетные состояния на уровнях с
n = 2k являются лоренц-инвариантными, нормируемыми с положи-
тельной нормой, т. е. физическими состояниями.

Заключение
Уравнение Шредингера для уровней энергии осциллятора на плос-

кости Минковского в полярных координатах имеет три решения, кото-
рые совпадают с решениями в статье [9], где разбирается радиальная
часть трехмерного сферически-симметричного потенциала осциллятора
при нецелых вещественных и комплексных значениях углового момен-
та M . Уравнения (1) и (16) в этой статье совпадают с уравнениями для
u(r) (формула (10) нашей статьи) для осциллятора на плоскости Мин-
ковского. Первое решение (формулы (18), (19)) при M 6= 0 связывается
с падением частицы на черную дыру и интерпретируется как неустойчи-
вое распадное поведение. А при M = 0 оно как раз совпадает с синглет-
ными решениями, полученными в декартовых координатах, т. е. как
раз только для M = 0 возникают устойчивые, лоренц-инвариантные,
нормируемые, с положительной нормой физические состояния.

Второе решение можно условно назвать как «возникающее из чер-
ной дыры». Ряды и для первого, и для второго решений можно оборвать
на степени n и получить формулы (18) и (25) для спектра энергии.

Третье решение — в виде линейной комбинации первых двух — уже
не получается оборвать на определенной степени полинома, и тут нужно
другое условие (35).

Таким образом, хотя все эти решения давно известны, но они возни-
кали в других задачах. В задаче об осцилляторе на плоскости Минков-
ского эти решения получают новую интерпретацию.
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Summary
Gromov N. А., Kuratov V. V. Harmonic oscillator on Minkowski

plane

The problem of quantum harmonic oscillator on Minkowski plane
is discussed. The corresponding Schrödinger equation for eigenstates is
obtained with the help of Beltrami-Laplas operator of pseudoeuclidean
plane. The infinitely high potential barriers are placed on isotropic lines.
The discrete energy eigenvalues of oscillator are obtained.
Keywords: Minkowski plane, Schrödinger equation, harmonic oscillator.
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