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� U ⊂ V (G) ���

����$� �	���
�
��� 	��
 �
���
	 ��	 �	��
�� u, v ∈ U �	 ����$���
��	#���
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��� 	��
 �$��	 ��	
�	��
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� +�����	�
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��	 ���#	���� U  ��� ��������
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��	���� .��� ��℄/ ��� *�� ������ ����	��� u�������� � ��
�
��	 d � ���������� ������ ��	� ������ ��#��� �	��
�� ������� 
�		�
��	�	�� d ��� �$���� d ≥ 3�

��������
� �	�	�� �����
 �����2

GD(-�4B2 +��� ���� G 
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���
�������� �	��
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�	���
	� ����� 
 ������
����� ����� � G �
�	���
	� ��
�� �������
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8�	�����#
� ��� f : V (T ) → V (H) ����	��� H(p, 1, 1) � ���	�
�
���
	� T � �	��
�� f(u) �	 ��#	� ���� ��	#�� �	��
��� f(vi) ��

i = 1, 2, . . . , k � ����	 H � C�� ��� k > 4 
 ��� �$��� �	��
�� x ∈ V (H) 
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x �= z �
��� �	��	#��� �	��
� ����� , �� f(u) = z� 4� *���� ���	���
	� ��� f(vi) ∈ V (G) ��
 i = 1, 2, . . . , k� 8
��� i, j ∈ {1, 2, . . . , k} i �= j�
8�������
 distT (vi, vj) = 2 �� f(vi) �= f(vj)� -������
� �	�	� x1, x2, x3

�
���� T ��	#��	 �	��
�	 vi� 4� ���� ��� dist(xs, xt) = dist(xs, u) = 2
��
 s, t = 1, 2, 3 s �= t ��	�
	� ��� f(x1), f(x2), f(x3) ����$��� �������
����
����
 �	��
���
 G �	��	#���
 f(vi)� C�� ��� distT (xs, vj) = 3
��
 s = 1, 2, 3 �� f(vj) �= f(xt)� � �
�
 ���� ��� � ����	 G �
�	�
���
$� ����� % �	��
�� �	 ����$�
	�� ��	#���
 �	��
�	 f(vi) 
�	��
�� f(vi) 
 f(vj) �
�
� ��	#���
� D�	�����	���� ���#	����
U = {f(v1), f(v2), . . . , f(vk)} ����	��� ��
��� � G�

+��
��
� �	�	�� ��� ���#	���� U = {w1, w2, . . . , wk} ����	��� ��
�
��� � ����	 G� G��#	� ���	�
���
	 f � 8���#
� f(u) = z � f(vi) = wi

��
 i = 1, 2, . . . , k� ��������
� �� ��	�	�
 �	��
�� vi ��
 i = 1, 2, . . . , k�
8
��� x1, x2, x3 � �
���� T  ��	#��	 �	��
�	 vi� � ����	 G �
�	���
�
$� ����� % �	��
�� y1, y2, y3 �	 ����$�
	�� ��	#���
 �	��
�	 wi�
7��	�
� ��� y1, y2, y3 /∈ U � 8���#
� f(xj) = yj ��
 j = 1, 2, 3� (	���
�
�	�� ��� f ����	��� H(p, 1, 1) � ���	�
���
	� T �

� ��
��	 p > 2 ����
#�	�
� ������
���� 8�*���
 �� �����
�
���
��
���
	� ������	�
� ����� H �

8�����
� �������
	�
	 ����� G ���	�
� ��#��	 �	��� G �
�}�
��
�� 2⌈p

2
⌉ − 2� -������
� �	�	� x1, x2, . . . , xm '	��������	 �	��
��

*�
� �
�	�� +����
� � ����
 ��	 �	��
�� y 
 z ������	 ��	�
��$���
�
�}� ��
�� ⌊p

2
⌋� 7��	� �	��
�� y ��	�
��	��� �}����
 � �	��
���

�
 x1, x2, . . . , xm� B��
 p ����	��� �	�}���� �� ����	 ���� �	��
��
x1, x2, . . . , xm ������� ��	�
��$��� �}����
�

� ����$�	�
	 �������	������ ���	�
� ��� ��	�
���� ������� ���
����	�
	 �	�	�� T 
 ����� H ��#	� ���� ������	�� ���
���
������
�����
�����

�� ������
����
�� 
������ �
8�
����	#����� �����
 �����
 u� ��	�
����
8�����
� ��	���������
	 u�������� �����
 � ������� +�� 
�������

�� ������� ��������
� ���������	���
$ �����
 ��
������� ���	�
���
�
� ��	'
������� �
���

8
��� G � ����� 8
��� ����	 ���� ��� ��#��� �	��
�� v ∈ V (G)
������ ���#	���� .��
��� �����#��� �	���/ S(v) ⊂ {1, 2, . . . , λ}� 8��
�	�
���
	 f : V (G) → {0, 1, . . . , λ} ����� G ������$� ��
������ 	��

f(v) ∈ S(v) ��� ��	� v ∈ V (G)�

8
��� p, λ, s, t � ����#
�	����	 '	��	 �
��� 2 ≤ p 5p + t − 3 ≤ λ�
8�����
� �	�	�� Ts,t 
 ��
��
 �����#��� �	��� �	��
�� 7����
� �	��



,�

�	���	� �
�
��
� � �&���	�
�	�
	 �� ��������	� =%

�
�� u1, u2, . . . , us, v1, v2, . . . , vt, w� D�	�
�
� �	��
�
 w �}����
 � �	��
�
���
 u1, u2, . . . , us � ���	� ��	�
�
� 	} � �	��
���
 v1, v2, . . . , vt

�
���
 ��
�� !� :
�	� ��
���� ��� S(x) 
�		� �
� {i1, i2, . . . , ir} ∪
{λ − i1, λ − i2, . . . , λ − ir} ��	 {i1, i2, . . . , ir} ⊂ {1, 2, . . . , p − 1} ��

x ∈ {u1, u2, . . . , us, v1, v2, . . . , vt} � ��� ��	� ��������� �	��
� y ∈ V (T )
����#
� S(y) = {0, 1, . . . , λ}�

����� �� b�$�
� � �	'���������� �����
���� L(p, 1, 1) " ����
�"
����� $����� Ts,t �������� ]?"�������

K���)����&����� (	��� �
�	�� ��� *�� ������ ����
� � ����� u��
8�����
� ��	���������
	 u�������� �����
 ����
���������

.��� ��℄/ � ��������
��	��� ���
 �����	� )�����
� ��� ������ ��

��
��������� ����
�
�
	��� ��	�
$�
� �������2

GD(-�4B2 +��� �
�	�� �	�	�	���	 x1, x2, . . . , xn 
 �
�	��
����#	�
	 � ���1$���
���� ���������� ����	
C = C1 ∧ C2 ∧ · · · ∧ Cm ��	 C1, C2, . . . , Cm � *�	�	������	
�
�1$��'

 ��#��� 
� ������� ���	�#
� ����� % �
�	�����
�-8�-D2 ������
�� �
 Cs

8���#
� p = 2n+1 s = 3n t = m � λ = 10n+m+2� 8
��� S(u3i−2) =
S(u3i−1) = S(u3i) = {2i − 1, 2i, λ − 2i + 1, λ − 2i} ��
 i = 1, 2, . . . , n�
8�����
� ���#	���� S(vj) ��
 j = 1, 2, . . . , m ���$�
� � S(vj) �
���
2i− 1, λ − 2i + 1 	��
 *�	�	������� �
�1$��'
� Cj ���	�#
� �
�	���
xi 
 �
��� 2i, λ − 2i 	��
 Cj ���	�#
� �
�	��� xi ��� i = 1, 2, . . . , n�

8�	�����#
� ��� �	�	�	���	 x1, x2, . . . , xn 
�	$� ����	�
� ���
������� ����#	�
	 C = true� 8�����
� ��
�����	 L(p, 1, 1) � ���	�
�
���
	 f �	�	�� Ts,t� 8���#
� f(u3i−2) = 2i − 1, f(u3i−2) = 2i �
f(u3i) = λ− 2i+1 	��
 xi = false 
 f(u3i) = λ− 2i 	��
 xi = true ��

i = 1, 2, . . . , n� +�� j = 1, 2, . . . , m ��#��� 
� �
�1$��'
� Cj ���	�#
�
�	������� �
�	��� z = true� B��
 z = xi �� ����#
� f(vj) = λ−2i+1�
B��
 #	 z = xi �� f(vj) = λ − 2i� F���	 ���� ����#
� f(w) = 2p − 1 
� ������
	�� m �	��
� �	�	�� Ts,t ���	�
� ����
����
 �
����
 
�
���#	���� {3p − 1, 3p, . . . , 3p + m − 2}� (	��� �
�	�� ��� f ������	�
�
#���
 ���������
�

+��
��
� �	�	�� ��� f ����	��� L(p, 1, 1) � ���	�
���
	� Ts,t�
+�� ��#���� i = 1, 2, . . . , n ����#
� xi = false 	��
 2i − 1, λ −
2i + 1 ∈ {f(u3i−2), f(u3i−1), f(u3i)} 
 xi = true 	��
 2i, λ − 2i ∈
{f(u3i−2), f(u3i−1), f(u3i)}� ��������
� f(vj) ��
 j = 1, 2, . . . , m� ���� 
��� f(vj) �= f(u1), f(u2), . . . , f(us)� D�	�����	���� 	��
 f(uj) = 2i − 1

�
 f(uj) = λ− 2i + 1 ��� �	�������� i ∈ {1, 2, . . . , n} �� *�	�	�������



=, ������� ,���

�
�1$��'
� Cj ���	�#
� �
�	��� xi = true� g�����
��� f(uj) = 2i

�
 f(uj) = λ − 2i �� *�	�	������� �
�1$��'
� Cj ���	�#
� �
�	���
xi 
 xi = false�

-�	�
��� ��� ��
�����	 ������	�
	 Ts,t 
 ��
���� �����#��� �	���
��#	� ���� ��
�	����	�� ���
���
������ �����
�����

-��	�
� ��� �� �������
 u��������
 �����
 ��� ��
��� �����
�
�����	 �����	��� p, λ = O(|V (Ts,t)|)� 7��	�
� ���#	 ��� ������
����	��� u�������� ��� �$���� λ ≥ 5p + t − 3�

8�	�����
	� �	�	�� �����
 ��
������� ���	�
���
� � �����	 �����
���� L(p, 1, 1) � ���	�
���
�� +�� *���� �������

�
	� �	�	��� ���	�
�	���	 �	��
�� ������� �
�
� � �$��� ���	�
���
�� 
�	�� �	��
 
�
���#	��� �
�� {i1, i2, . . . , ir} ∪ {λ − i1, λ − i2, . . . , λ − ir}�

8
��� 2 ≤ p 2p ≤ λ� 8�����
� ����	�����	���� �	�	��� ������	
�
�
� �������	�� �	�	� T  H 
 F �

��������
� ��	��
 K1,λ−p 
 '	��������� �	��
��� x� +����
� 	�}
���
 �	��
�
 y 
 ��	�
�
� 	} � x �
�}� ��
�� !� -������
� ���
�
��
�		�� �	�	�� �	�	� T � �	��
�
 y �� �
�	� �������� ����	� T �

���	�
� �	������	 ��	�
���	 �������� L(p, 1, 1) � ���	�
���
� ���
�
� �	�	��	� � ���	���
$ �	��
�

�����  � K�� $����� T ���$_��� L(p, 1, 1) " ����
������( � $��
��
$��� ������ ����
������ f ��%� f(x) = 0 � f(y) ∈ {1, 2, . . . , p− 1}(
��%� f(x) = λ � f(y) ∈ {λ − p + 1, λ − p + 2, . . . , λ − 1}�

8�����
� �	�	�� �	�	�� H � +�� *���� ��������
� p ��}�� K1,λ−p,
K1,λ−p−1, . . . , Kλ−2p+1 � '	���������
 �	��
���
 x0, x1, . . . , xp−1 �����
�	����	���� 7��	� �� �����
� 	�} ���
 �	��
�
 y �����
$ ��	�
�
� �
x0, x1, . . . , xp−1 �}����
� 4� ��	���
�	� �	��� 
 ���	�	�	�
� L(p, 1, 1)
� ���	�
���
� ����
 ��	�
	� ��	�
$�		 
��	�#�	�
	�

����� !� K�� $����� H ���$_��� :�\(�(�� " ����
������( � $��
��
$��� ������ ����
������ f ��%� f(xi) = i ��� ���� i = 0, 1, . . . , p−1(
��%� f(xi) = λ − i ��� ���� i = 0, 1, . . . , p − 1�

-������
� �	�	� Hk �	�	�� H � ����	��� �	��
��� ����$�	���
�
���� H ��	#��� �	��
�	 xk ��
 k = {1, 2, . . . , p − 1}� �	��
�
 y
�� �����}� '	��������� �	��
����

8
��� S ⊂ {1, 2, . . . , p− 1} � {i1, i2, . . . , ir} = {1, 2, . . . , p− 1} \S� 8��
����
� �	�	��� Hi1 , Hi2, . . . , Hir  ����
 ������� �� ��1	�
�
� � ���

�	��
�
 u� 7��	� ��������
� �	�	�� T 
 ����	� v ������� ��	�
�
�
� u �	����� -������
� ���
�
��		�� �	�	�� �	�	� F (S)� )����}� �	��
�
�
 v ����	� F �
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�	���	� �
�
��
� � �&���	�
�	�
	 �� ��������	� =9

����� �� C	��& i ∈ {0, 1, . . . , λ}� K�� $����� F (S) ���$_���
L(p, 1, 1) " ����
������ f ( $�� �������� f(v) = i( ���$� � ���&�� ��"
�$�( ���$� ��%� i ∈ S( ��%� λ − i ∈ S�

K���)����&����� ��� 
��	�#�	�
	 ����
 ��	�
	� 
� �	�� % 
 , �
���#	 ��	�
$�	�� ���	���
�� ��������
� �	�	�� Hk � �������
 ���
����	�� �	��
�� w ��	�
�}���� � ����	� �	����� C���� ��� �$����
L(p, 1, 1) � ���	�
���
� f *���� �	�	�� |f(w) − k| ≤ p − 1�

8	�	��}� �	�	�� �	����	����	��� � ��	���������
$ �����
 ��
����
���� L(p, 1, 1) � ���	�
���
� �	�	�� Ts,t�

8
��� p, λ, s, t � ����#
�	����	 '	��	 �
��� 2 ≤ p λ = 5p +
2s + 3t − 1 S(u1), S(u2), . . . , S(us) � ��
��
 �����#��� �	��� �	��
�
u1, u2, . . . , us � S(v1), S(v2), . . . , S(vt) � ��
��
 �����#��� �	��� �	��
�
� v1, v2, . . . , vt� 8���#
� Si = S(ui)∩{1, 2, . . . , p−1} ��
 i = 1, 2, . . . , s 
� S ′

j = S(vj)∩{1, 2, . . . , p−1} ��
 j = 1, 2, . . . , t� 8�����
� �	�	��� F (Si) 
����
 ������� �������$� � �	��
���
 ui �	�	�� Ts,t ��
 i = 1, 2, . . . , s 
� ���#	 �	�	��� F (S ′

j) ����
 ������� �������$� � �	��
���
 vj ��

j = 1, 2, . . . , t� -������
� ���
�	���	 �	�	�� �	�	� R�

+���#	� ��� ��
�����	 L(p, 1, 1) � ���	�
���
	 �	�	�� Ts,t �
�	�
���
	� ����� 
 ������ ����� ����� �
�	���
	� L(p, 1, 1) � ���	�
���
	
R�

8
��� f ����	��� ��
������ L(p, 1, 1) � ���	�
���
	� �	�	�� Ts,t�
8�����
� L(p, 1, 1) � ���	�
���
	 R� 8���#
� g(ui) = f(ui) ��
 i =
1, 2, . . . , s g(vj) = f(vj) ��
 j = 1, 2, . . . , t� +�� �	��
�� w �	�	�� Ts,t

g(w) = 2p − 1� -�����
	�� t �	��
� �	�	�� Ts,t ���	�
� ����
����

�
����
 
� ���#	���� {3p− 1, 3p, . . . , 3p + t− 2}� -�
�	� ���	�
���
	
�	�	��	� F � �	��
�� *�
� �	�	��	� ��	#��	 �	��
��� Ts,t .� ��#���
�	�	�	 
� !/ ���	��$��� ����
����
 �
����
 
� ���#	���� 3p + t −
1, 3p+t, . . . , 3p+3t+2s−2}� �	��������	 �	��
�� �	�	��	� H ���
��$�
�	��
 0 
�
 λ� 8��	�
���
	 ��������� �	��
� ����
��� �����������

B��
 f ����	��� L(p, 1, 1) � ���	�
���
	� �	�	�� R �� 
� �	��� ,
����
 ��	�
	� ��� �
#	�
	 f �� ���#	���� �	��
� Ts,t �
�	� ��
������
���	�
���
	� �	�	�� Ts,t�

�� +���,&����
-��	�
� ��� ���� ��	 �	�
������ ���
�	�� ��� ���	�
���
� � ��	�

�� �����
�	�
��
 �� ��������
� �� ��
 ������$��� �� ��
��� k ≥ 3
�����
�	�
��

C��
� ������� ��	�
$��� ������ ����	��� u�������� ��� �$���
'	��� k ≥ 3 
 p ≥ 22



=< ������� ,���

GD(-�4B2 +��� �	�	�� T 
 ���� H �
�-8�-D2 D
�	���
	� �
 H(p, 1, 1, . . . , 1) � ���	�
���
	 T  ��	 �
��
��	 �����	���� k − 1 	�
�
's

D�	�
$��� ������ ���#	 ����	��� u�������� ��� �$���� k ≥ 32

GD(-�4B2 +��� �	�	�� T  ����#
�	����	 '	��	 �
��� p 

�	���
'��	����	 '	��	 �
��� λ�
�-8�-D2 �	��� �
 ��� λp,1,1,...,1(T ) ≤ λ ��	 � ��
��	 �����	����
k − 1 	�
�
's

-��
�
� � ����$�	�
	 ���
 �	�	�}��
$ �����
� F�� 
#	 ���� ���
�	�	�� ���	 ���
��	�
	 λp,1,1(T ) ��� �	�	��	� ����	��� u����
����
�����	� � ��
��	 	��
 �����	�� p ���$�}� �� ����� ������ � ���#����

���
��	�
� λp,1,1(T ) ��� �
��
�������� p ≥ 2 ����}��� ��������� �
�9℄ �������� ��� ��� �$��� '	��� p1, p2, p3 p1 ≥ p2 ≥ p3 ≥ 1 ������	��
�	���	�����2

p3(χ(T 3) − 1) ≤ λp1,p2,p3
(T ) ≤ p2χ(T 3) + p1 + max{p1 − p2, p3} − 3,

��	 χ(G) *�� ������
�	���	 �
��� ����� G� -��$�� ��	�
	� ���

χ(T 3) − 1 ≤ λp,1,1(T ) ≤ χ(T 3) + 2p − 4

��
 p ≥ 2� +�� p = 2 �	����� 
 �
#��� ����
'� ���
��$��� �� 	�
�
�
'
� -����� ��#	 ��� ������ p �	 ���� ��� ��#�� .
 ��#�� �
/ ���
��
�
�� λ2,1,1(T ) � ������$ ���
���
������� �����
����

	�
���
���

�� �t�, ��. �S�8(�8 �� ���
��
�	����	 ���
�� 
 ��
����	��	�
��	 �����
� 5�2 5
� �?>!�
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